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Resumen

En este estudio se propone un modelo de regresion como parte de la investigacion de cuatro
modelos tedricos para el ajuste de datos térmicos en la cuenca del Lago de Valencia. La
estimacion de parametros se llevo a cabo mediante la resolucion de un problema de regresion
lineal, utilizando el método de “Minimos Cuadrados Ordinarios” (MCQO). Este método fue
implementado en el lenguaje de programacion GNU Octave, lo que permitié generar tanto
los parametros estimados como las curvas de ajuste correspondientes para cada nivel de
profundidad. La metodologia empleada consistié en resolver los sistemas de ecuaciones
normales derivados de la aplicacion del método de MCO en cada profundidad, con el fin
de obtener los parametros requeridos. Posteriormente, se evalud la consistencia de dichos
parametros. Ademas, mostramos que las curvas de regresion se ajustan adecuadamente a
los datos térmicos disponibles.

Palabras Claves: Limnologia Fisica, Minimos Cuadrados Ordinarios, Regresion Lineal.

Ordinary Least Squares Study for Temperature Analysis in the Lake Valencia
Basin

Abstract

In this study, a regression model is proposed as part of the investigation of four theoretical
models for fitting thermal data in the Lake Valencia basin. Parameter estimation was carried
out by solving a linear regression problem, using the “Ordinary Least Squares” (OLS) method.
This method was implemented in the programming language GNU Octave, which made it
possible to generate both the estimated parameters and the corresponding adjustment curves
for each depth level. The methodology used consisted of solving the systems of normal
equations derived from the application of the OLS method at each depth, in order to obtain
the required parameters. The consistency of these parameters was evaluated. It was also
demonstrated that the regression curves adequately fit the available thermal data.

Keywords: Physical Limnology, Ordinary Least Squares, Linear Regression.
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1. INTRODUCCION

Con el advenimiento de la computadora, surgi6 la po-
sibilidad de experimentar con modelos matematicos
complejos y por primera vez se encontrd que se
podian realizar experimentos controlados de labo-
ratorio, usando para esto computadores en lugar de
calculadoras primitivas. El fundamento racional pa-
ra usar la simulacion en cualquier disciplina, es la
bisqueda constante del hombre por adquirir conoci-
mientos relativos a la prediccién del futuro.

Es por ello que, hoy en dia, modelos matematicos
que representan sistemas fisicos, pueden ser formu-
lados con el uso del computador aunado a un soft-
ware matematico que permita resolver los sistemas
de ecuaciones que se generan. Por lo tanto, ahora el
problema puede no radicar en resolver el sistema de
ecuaciones generado, sino en utilizar las herramientas
tecnoldgicas disponibles y mas atn, poder formular
con un criterio valido la descripcidon cuantitativa del
problema.

En particular, en este trabajo, se usé un drea cientifica
llamada Limnologia, siendo ésta el estudio del agua
dulce superficial (del griego limne, divinidad asocia-
da con el agua y de logos tratado o estudio, definicién
que abarca a los sistemas I6ticos —agua corriente—
y alos Iénticos —agua estancada—). La Sociedad In-
ternacional de Limnologia, SIL, define a esta ciencia
como el estudio del conjunto de las aguas dulces o
epicontinentales, ver [12].

Cabe mencionar que, el estudio sobre estos ambientes
en Venezuela estd representado en gran parte por los
trabajos realizados en los grandes lagos (Lago de
Valencia y Lago de Maracaibo) y grandes rios (Rio
Orinoco y tributarios) [3]. A pesar de existir en el
pais mas de 700.000 cuencas cubiertas por aguas
embalsadas, el conocimiento limnolégico de estos
sistemas se encuentra ain en una fase temprana de
desarrollo, y son muy pocos en los que se conocen
las caracteristicas fisicas o quimicas de sus aguas,
ver [14].

Esta investigacién centrd toda su atencién en el —
Lago de Valencia—. Este lago es el fendmeno hi-
drografico més importante del centro del pafs, tiene
una longitud maxima de 30 km, una anchura que al-
canza los 20 km, una profundidad méxima de 40 m
y una profundidad media de 18 m. Adicionalmente,

es importante mencionar que el Lago de Valencia
en si mismo es un microclima, ya que, presenta un
conjunto de condiciones climaticas que solo se dan
en esa zona y que ademads pueden diferir de las del
clima general de la regién. En otras palabras, un mi-
croclima se forma por la influencia de factores como
la altitud, la orientacién, la vegetacion, el relieve, el
suelo, el agua o las construcciones humanas.

En ese orden de ideas, un microclima puede tener
efectos positivos o negativos sobre el medio ambiente
y la vida de las personas, los animales y las plantas
que habitan en él. Un microclima puede favorecer
la biodiversidad, la produccion agricola, el ahorro
energético o el confort térmico. Por el contrario, un
microclima puede provocar sequias, inundaciones,
plagas, enfermedades o contaminacion.

Ademads, un microclima es un fenémeno que se puede
observar, medir y modificar, mediante el uso de instru-
mentos meteorolégicos, mapas climdticos y técnicas
de planificacién y disefio. Un microclima es un re-
curso que se puede aprovechar o mejorar, mediante
el conocimiento, la gestién y la adaptacién al mismo
(ver [9]).

Es bien sabido, por la comunidad de investigadores de
estos ambientes cubiertos por aguas embalsadas, que
los lagos son cuerpos de agua, generalmente dulce,
de una extensién considerable, que se encuentran
separados del mar y el aporte de agua a estos viene
de los rios. La energia solar que llega a la superficie
de los lagos causa el calentamiento de las masas de
agua, de tal manera que a mayor o menor radiacién
solar, la temperatura del agua sube o baja.

De acuerdo a lo anterior, uno de los efectos del calor
que acompaiia a la radiacion solar sobre las propie-
dades fisico-quimicas del sustrato (agua), es la estra-
tificacion vertical de cuerpos de agua cerrados, que
permanecen en un mismo lugar sin correr, ni fluir, por
diferencias en densidad y temperatura. La luz solar
calienta las aguas cercanas a la superficie, generan-
do una capa de agua tibia y menos densa sobre una
capa de agua mas fria y densa. Segun la radiacién
solar penetra en un cuerpo de agua, su absorcion es
casi exponencial, razén por la cual seria de esperar
que la distribucién de calor a lo largo de la columna
exhibiera un patrén similar.

De la mano con lo anterior, el area de la Limno-
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logia que estudia estos cambios de temperatura a lo
largo de columnas de agua en lagos se conoce co-
mo —Limnologia Fisica— y una de las herramientas
imprescindibles para este estudio es el uso de mode-
los matematicos. El interés o propdsito del presente
trabajo es proporcionar informacién sobre algunos
aspectos de la Limnologia Fisica caracterizando la
propagacién de calor, que se genera por radiaciéon
solar, en cuatro (4) puntos diferentes de la colum-
na de agua del Lago de Valencia, usando modelos
de regresion convenientes para el caso térmico de
estudio.

En otras palabras, la investigacién desde un punto
de vista general se centré en la caracterizacion de
cambios de temperaturas, producidos por radiacion
solar, a lo largo de la columna de agua en la cuen-
ca del Lago de Valencia, usando para ello cuatro (4)
modelos tedricos de regresion, de los cuales; dos (2)
provienen de la solucién de un sistema de EDPs cuya
ecuacion principal estd gobernada por la Ecuacion
de Propagacion de Calor de Fourier y los otros dos
(2) presentan una estructura matematica que se aco-
pla perfectamente a las condiciones del fenémeno
térmico de estudio.

La metodologia utilizada, en este trabajo, consis-
tié en resolver el —problema inverso— de los
modelos tedricos, para ello, fue necesario usar
una —data térmica bruta— obtenida entre los
anos 2007-2008 en una investigacién cuyo nombre
es “Alternativas de Saneamiento para el Lago
de Valencia a través de un Modelo Matemdtico
Tridimensional” (ver [10]), la misma estuvo dirigida
por el Dr. German Larrazédbal (Ciencias-UC) y entre
los investigadores de relevancia que la conformaban
estuvo el Dr. José Rafael Le6n (Ciencias-UCV).

El articulo estd organizado en cinco (5) partes. En la
seccion 1, se tiene una breve introduccién del trabajo.
En la seccién 2, se presentan las caracteristicas del
entorno de estudio y todo lo referente a los datos
térmicos. En la seccién 3, se realiza el andlisis de
regresion para el problema lineal. En la seccién 4,
se muestran los resultados para los ajustes a la data
del problema lineal. Por dltimo, en la seccién 5, se
muestran las conclusiones de este estudio.

2. ENTORNO DE ESTUDIO Y DATOS
TERMICOS

El “Lago de Valencia” es el tercer lago mds grande de
Venezuela después, del Lago de Maracaibo y el Lago
artificial del Guri. Su cuenca es de tipo endorreica,
por lo cual, la cota de su cuerpo de agua depende de
los aportes recibidos por rios triburarios. Su cuenca
tiene una extensién apréximada de 3150 km? la cual
representa un 0.3 % de la superficie del pais, ver [7].
Este territorio esté repartido de la siguiente manera:
12% de superficie de agua donde se encuentra el
lago, 35% de areas montafiosas y 53 % de tierras
planas [4].

Geograficamentea la cuenca del Lago de Valencia
estd situada entre los estados Aragua y Carabobo, en
la regién norte costera de Venezuela, entre los meri-
dianos 67°07 y 68°12" de longitud oeste y 9°57 y
10°26 de latitud norte, y descansa sobre los valles
delimitados por la Cordillera de la Costa, ver figu-
ra (1). La depresién del Lago de Valencia separa las
serranias del litoral y del interior y, se extiende sobre
piemontanos y extensas planicies de suelos aluviales
y lacustrinos que rodean al lago [2, 6].

La figura (1) muestra tres perspectivas del Lago de
Valencia: (A) una imagen satelital a partir de Google
Earth, (B) el lago junto con las diferentes zonas ur-
banas que se encuentran a sus alrededores y, (C) su
posicién geografica en el pafs.

| Estago | 2
LaGyara |+

Figura 1. Ubicacion del Lago de Valencia. Fuente: [5]

El cuerpo de agua dulce sin desagiie al mar (lago
cerrado) del Lago de Valencia es el mas grande de
Venezuela y el segundo més extenso de América del
Sur. Este lago es el fendmeno hidrografico més impor-
tante del centro del pais. En sus orillas se levantan dos
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de las principales ciudades, a saber, Maracay y Va-
lencia; ademds, de otros centros urbanos importantes,
entre ellos: Mariara, San Joaquin, Giiigiie, Guacara,
Los Guayos y Palo Negro.

Su 4rea de superficie estd estimada en 350 km?, tie-
ne un volumen aproximado de 6,3 km?, su maxima
profundidad es aproximadamente 40 m, presenta una
profundidad promedio de 18 m, tiene una longitud
maxima de 30 km, una anchura que alcanza los 20 km
y la longitud de su linea costera es aproximadamente
de 117 km.

La figura (2) muestra la batimetria de la cuenca del
Lago de Valencia, con ella se puede visualizar las
zonas mas o menos profundas en el lago dependien-
do de la tonalidad de colores que presenta. El color
morado representa la zona de mayor profundidad,
mientras que, el color amarillo las menos profundas.

v
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Figura 2. Batimetria del Lago de Valencia. Fuente: [8]

Existen 18 rios tributarios a la cuenca del Lago de Va-
lencia. A continuacién se mencionan: Aragua, Cura,
Ereigiie, Guacara, Giiey, Los Guayos, Honda, Mara-
cay, Mariara, Negra, Giiigiie, Taiguaiguay, Tapatapa,
Tocorén, Turmero, Yuma, Cabriales y Maruria [1].

Dentro de la cuenca del lago las aguas subterraneas
representan la tercera fuente de suministro de agua
a las poblaciones de la region, principalmente sirven
de suministro a industrias, actividades agricolas y
poblaciones rurales. Este recurso hidrico es el menos
conocido de la region por ser el mds complejo para
comprender y controlar. Los principales acuiferos en
la cuenca del Lago de Valencia son: el acuifero de
Valencia, el acuifero de Maracay, el acuifero de San
Joaquin y el acuifero de Giiigiie.

Con respecto a las variaciones estacionales del régi-
men termal del Lago de Valencia, éstas tienen efecto
sobre el ciclo de vida de las criaturas en los cuerpos
de agua sobre la tierra. El movimiento de los flui-
dos inducido por el viento, las variaciones de presion

atmosférica y el flujo de entrada y salida de los tri-
butarios son muy diferentes cuando la densidad del
agua es uniforme a cuando est4 estratificada.

La irradiacion solar penetra al lago como una onda
electromagnética. En el rango visible como luz, en
el rango infrarrojo como calor y en el rango de onda
corta como radiacion ultravioleta. Estos procesos de
irradiacién son atenuados con la profundidad del la-
go dependiendo del grado de turbidez del agua. Es
de hacer notar que la fotosintesis del fitoplancton de-
pende de la capacidad de penetracion de la luz, asi
como de la vitalidad del zooplancton y otras especies
vivientes, la cual se expresa en sus tasas de reproduc-
cién, que a su vez dependen de la temperatura del
agua. Por esta razon, las cantidades de calor y luz en
el agua son indicativos de ciclos de vida dentro de las
aguas naturales. La descripcion suscinta anterior de
los procesos fisicos en los lagos nos provee de evi-
dencia que la estructura de la temperatura del agua y,
en consecuencia, la densidad del agua gobierna gran
parte del acoplamiento entre la Biologia y la Fisica.

De acuerdo a todo lo anterior, esta breve descripcién
de la Limnologia da cuenta de cdmo los procesos
naturales asociados a los lagos deben ser estudiados
en su complejidad con la interaccion de tres ramas
de la ciencia como son: la Biologia, la Quimica y
la Fisica. Procesos que a su vez son descritos por
modelos matemdticos precisos.

2.1 Temperatura Analizada

Los datos de temperatura analizados en el presen-
te trabajo fueron adquiridos para la elaboracién del
proyecto que lleva por nombre “Alternativas de Sa-
neamiento para el Lago de Valencia a través de un
Modelo Matemdtico Tridimensional” (ver [10]), la
recoleccién de estos abarc6 nueve meses y ocho dias.
Iniciando el 8 de noviembre del 2007 y culminan-
do el 19 de agosto del 2008, y fueron agrupados
en periodos de tres meses. El primer periodo estuvo
comprendido desde el 08/11/2007 al 23/01/2008, el
segundo desde el 24/01/2008 al 14/04/2008 y el terce-
ro desde el 15/04/2008 hasta el 19/08/2008, ver [10].

Los lugares de muestreo para la recoleccién de datos
estuvieron constituidos por cuatro puntos estratégicos
en el lago, en cada uno se colocé una linea sostenien-
do una serie de dispositivos electrénicos disefiados
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para la captura de medidas de temperatura. La ubica-
cion satelital de los puntos de muestreo se observa en
la figura (3). Por otro lado, la figura (4) muestra co-
mo fueron ancladas las cadenas en los cuatro puntos
de muestreo. En el anclaje de cada cadena, las bo-
yas quedaron a 0,5 m bajo la superficie del lago (con
el objetivo de camuflarlas), el primer sensor quedd
ubicado a 5 m por debajo de la superficie, los demés
sensores fueron colocados a 10,20,27 y 37 m, respec-
tivamente. Se debe tomar en cuenta que, la cantidad
de sensores en cada linea varfa de acuerdo a la méxi-
ma profundidad de cada punto de muestreo, es decir,
hay cadenas que presentaron mds 0 menos sensores
ya que, en ese punto es mas o menos profundo que
en el resto. En el anclaje, también, se observa que
al final de cada cadena fue colocado un peso muerto
con el objetivo de hacer llegar la cadena al fondo del
lago y mantenerla lo mds posible en posicion vertical
durante el periodo de recoleccion.

, CA 10°0920.9" -67°49°14 6
, CB 10°13'41.0" 67°4325 7
, CC 10°0907 1" -67°42'31 6

CD 10°1130.9" -67°38'55.6°

-

H::.T——Ln_/| ko : 620076 = :
Figura 3. Vista satelital de los puntos de muestreo.
Fuente: [10]

eggahletiics : Termifos de usg

La profundidad méaxima, medida en metros, para cada
punto de muestreo es la siguiente: cadena A 23 m, ca-
dena B 37,7 m, cadena C 42,4 m y cadena D 33,5 m.

En la figura (5) se muestra un dibujo a mano alzada
caracterizando la parte experimental de recoleccién
de temperatura.

El mismo fue disefiado para tres vistas y tiene como
Unica finalidad colaborar con la imaginacién del lec-
tor. Parte (I); esta vista es desde arriba y refleja el
espectro (o rango) que pudiesen tener los dispositivos
electrénicos para captar las medidas de temperatura,
cubriendo asi una gran parte del lago. Parte (II); la
segunda vista muestra un corte transversal del lago

Nivel del Agua

Sensores

T

Figura 4. Puntos de muestreo y su anclaje. Fuente: [10]

para generar una postura en 2D, reflejando la ubica-
cién de los dispositivos electronicos en los diferentes
niveles de profundidad, la accién de los mismos a
lo largo de una linea arbitraria (cadena B) y la pro-
fundidad méxima del dltimo sensor ubicado en cada
linea del experimento. Parte (IIT); la dltima vista da
una postura en 3D mostrando una linea cualquiera
(cadena B) como producto del espectro de accion de
los dispositivos a lo largo de la misma.

Figura 5. Tres vistas para las cadenas. Fuente: Propia

2.1.1 Metodologia usada para la captura de
datos

Una vez seleccionados los puntos de muestreo (ver
figura (3)) y los horarios para la captura térmica, se
realizaron mediciones para obtener perfiles de tem-
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] Cadena B ‘
Primer Periodo Segundo Periodo Tercer Periodo

m Turno 2007-2008 2008 2008
NOV DIC ENE FEB MAR ABR MAY JUN JUL
Maiiana 28,03 27,25 26,55 S.IL S.L S.L 27,61 27,90 23,30
5 Tarde 28,63 27,43 26,71 S.IL S.IL S.L 27,63 28,00 27,93
Noche 28,48 27,49 26,88 S.IL S.IL S.L 27,87 28,15 28,08
Manana 28,00 27,24 26,54 27,60 26,89 23,25 27,60 27,95 24,37
10 Tarde 28,31 27,22 26,49 27,57 26,86 26,55 27,56 2791 27,91
Noche 28,11 27,27 26,55 27,57 26,86 26,54 27,62 27,98 27,95
Maifiana S.IL S.L S.IL S.L S.L S.L 27,03 27,60 26,12
20 Tarde S.L S.L S.IL S.L S.L S.L 27,09 27,65 27,63
Noche S.L S.L S.IL S.L S.L S.L 27,13 27,63 27,63
Maifiana 27,79 27,23 26,54 S.IL S.IL S.IL 26,40 26,68 26,91
27 Tarde 28,09 27,22 26,50 S.IL S.IL S.IL 26,57 26,78 26,94
Noche 27,78 27,22 26,50 S.IL S.I S.IL 26,60 26,77 26,94
Maifiana 27,19 27,13 26,46 25,69 25,62 27,98 25,95 26,08 26,11
37 Tarde 27,55 27,14 26,46 25,70 25,63 25,73 25,97 26,10 26,11
Noche 27,21 27,13 26,46 25,67 25,63 25,73 25,97 26,08 26,11

Tabla 1. Promedio mensual de temperatura (°C) para cada turno del dia entre los afios 2007-2008

peratura de la columna de agua. Las mediciones se
hicieron utilizando sondas con sensores electronicos
para medir temperatura y profundidad. En cada punto
se programé un muestreo no supervisado o desaten-
dido con intervalos de tiempo. Una vez programada
la sonda, se sujeté a una guaya, se sumergi6 en el
agua y se hizo descender lentamente hasta que tocé
fondo (ver figura (4)). Los datos que midi6 la sonda
quedaron almacenados en la memoria interna del dis-
positivo. Finalizada la recoleccién de datos, in situ,
se procedid a recuperar los registros almacenados en
la memoria de cada dispositivo, conectando la sonda
a un computador que tenia instalado el software ne-
cesario para tal fin y posteriormente se almacenaron
como base de datos en Excel.

En el presente trabajo, una vez obtenida la base de da-
tos térmicos, se disefiaron tablas para la presentacién
y organizacidn de los datos registrados en cada cade-
na, conteniendo el promedio mensual de la tempera-
tura (registrada en grados centigrados °C) durante un
lapso de medicién de nueve meses. En algunas tablas
se organizaron los datos en funcién de tres turnos, a
saber; maifiana (1:00 - 6:30), tarde (10:00 - 16:30) y
noche (17:00 - 21:00). A continuacidn, se muestran
las tablas para las cadenas B y C.

La tabla (1) muestra el promedio mensual de la tem-
peratura (medida en °C) organizada en tres turnos del
dia. Esta se recolect6 durante tres periodos distribui-
dos en nueve meses de muestreo para la cadena B a

una profundidad maxima de 37,7 m.

Es de hacer notar que en algunos lugares de la tabla
se presentan las siglas S.I., con ésto se quiere especifi-
car “Sin Informacién”, es decir, en esas posiciones
de la tabla para esa cadena no se presentaron datos
registrados.

La tabla (2) muestra el promedio mensual de la tem-
peratura medida en grados centigrados (°C). La mis-
ma fue organizada para el turno de mafiana, tarde
y noche, ésta se recolecté durante nueve meses de
muestreo distribuidos en tres periodos para la cadena
C. Esta cadena es una de las que tiene mayor nivel
de profundidad (a saber, 42,4 m) y, ademads, presenta
la informacidon térmica completa a diferencia de las
cadenas By D.

La ausencia de informacién térmica presentada en
las cadenas B y D es un fenémeno que atin no esta
clarificado por los autores del presente trabajo, se
tienen varias hipdtesis al respecto como, por ejemplo,
la pérdida de una linea de muestreo ya sea por hurto
o por algin tipo de animal acudtico que de alguna
manera se enredo en la misma. También, pudiese ser
por fallas de los dispositivos electrénicos.

En las tablas (3) y (4) se muestran las temperaturas
medidas en grados centigrados (promediadas men-
sualmente en base a los tres turnos del dia) recolecta-
das para la cadena B durante los meses de sequia (a
saber: diciembre, enero, febrero, marzo y abril) y 1lu-

FARAUTE Ciens. y Tec., 13(1-2)2018 18



MCO para el analisis de temperatura en la cuenca del Lago de Valencia

Hernandez F. y col.

] Cadena C ‘
Primer Periodo Segundo Periodo Tercer Periodo

m Turno 2007-2008 2008 2008
NOV DIC ENE FEB MAR ABR MAY JUN JUL
Maiiana 28,03 27,20 26,37 25,68 25,80 21,83 27,55 27,90 23,28
5 Tarde 27,99 27,16 26,36 25,65 25,75 26,00 27,51 27,86 27,84
Noche 28,04 27,23 26,48 25,77 25,84 26,15 27,48 27,90 27,88
Maiiana 28,08 27,26 26,46 25,78 25,83 22,84 27,42 27,80 24,26
10 Tarde 28,00 27,22 26,44 25,70 25,77 25,98 27,43 27,80 27,83
Noche 28,00 27,23 26,46 25,72 25,77 25,99 27,34 27,78 27,84
Maifiana 27,79 27,18 26,38 25,66 25,63 24,62 26,58 26,83 25,54
20 Tarde 27,72 27,16 26,36 25,61 25,63 25,78 26,62 26,83 26,97
Noche 27,73 27,16 26,36 25,62 25,63 25,78 26,48 26,71 26,85
Manana 27,51 27,15 26,41 25,65 25,65 26,02 26,11 26,23 26,45
27 Tarde 27,48 27,15 26,39 25,63 25,66 25,80 26,10 26,26 26,36
Noche 27,45 27,14 26,39 25,63 25,65 25,80 26,04 26,18 26,24
Maifiana 27,19 27,09 26,42 25,64 25,62 27,99 25,98 26,07 28,29
37 Tarde 27,19 27,08 26,39 25,64 25,62 25,75 25,98 26,08 26,12
Noche 27,19 27,07 26,38 25,63 25,62 25,75 25,97 26,07 26,12

Tabla 2. Promedio mensual de temperatura (°C) para cada turno del dia entre los afios 2007-2008

via (a saber: mayo, junio, julio y noviembre). En las

Temperatura (C)

25 255 26 265 27 275 28
T T —

5
] Cadena B ‘ f
Meses de Sequia w0l = ®
m | DIC | ENE | FEB | MAR | ABR /
2007 2008 .l
5 27,390 | 26,713 S.I. S.I S.I
10 || 27,243 | 26,527 | 27,580 | 26,870 | 25,447 B
20 | S.L S.I S.I S.I S.I Ehdl
27 || 27,223 | 26,513 | S.L S.I. S.I. 3
37 || 27,133 | 26,460 | 25,687 | 25,627 | 26,480 ? 251
Tabla 3. Media mensual de temperatura (°C) para el ? T
periodo de sequia en los afios 2007-2008 30
== Diciembre
35+ - Enero
’ Cadena B ‘ : Il\:j‘eabrrzearc
Meses de Lluvia ‘0 - Abri
m | MAY | JUN | JUL | NOV i )
3008 2007 igura 6. Meses de sequia para la cadena B
5 27,703 | 28,017 | 26,437 | 28,380
10 || 27,593 | 27,947 | 26,743 | 28,140
20 || 27,083 | 27,627 | 27,127 S.L bre a marzo, para la cadena B, es de caida de tempe-
27 || 26,523 | 26,743 | 26,930 | 27,887 ratura conforme aumenta la profundidad y solo en el
37 ]] 25,963 | 26,087 | 26,110 | 27,317 mes de abril es contraria la tendencia. En la figura (7)

Tabla 4. Media mensual de temperatura (°C) para el
periodo de lluvia en los afios 2007-2008

figuras (6) y (7) se muestran las gréaficas desarrolladas
en GNU Octave de la “temperatura vs profundidad”
para la cadena B, durante los meses de sequia y
[luvia.

En la figura (6) la tendencia en los meses de diciem-

de los meses de lluvia, para la cadena B, se observa
una tendencia de caida de temperatura en todos los
meses a excepcion del mes de julio.

En las tablas (5) y (6) se muestran las temperaturas
(promediadas mensualmente en base a los tres turnos
del dia) recolectadas para la cadena C, en los meses
de sequia y lluvia.
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Figura 7. Meses de lluvia para la cadena B

] Cadena C ‘

Meses de Sequia

m | DIC | ENE | FEB | MAR | ABR
2007 2008

5 || 27,197 | 26,403 | 25,700 | 25,797 | 24,660

10 || 27,237 | 26,453 | 25,733 | 25,790 | 24,937

20 || 27,167 | 26,367 | 25,630 | 25,630 | 25,393

27 || 27,147 | 26,397 | 25,637 | 25,653 | 25,873

37 || 27,080 | 26,397 | 25,637 | 25,620 | 26,497

Tabla 5. Media mensual de temperatura (°C) para el
periodo de sequia en los afios 2007-2008

En las figuras (8) y (9) se muestran las graficas ge-
neradas con GNU Octave de “temperatura vs profun-
didad” para la cadena C, en los meses de sequia y
lluvia.

En la figura (8) la tendencia en los meses de diciem-
bre a marzo, para la cadena C, es de caida de tempe-
ratura conforme aumenta la profundidad y solo en el
mes de abril es contraria la tendencia. En la figura (9)
de los meses de lluvia, para la cadena C, se observa
una tendencia de caida de temperatura en todos los
meses a excepcion de julio.

Las tablas (7) y (8) muestran, para cada cadena (a
saber: B y C), el promedio de la temperatura en ba-
se a los meses de los periodos de sequia (diciem-
bre, enero, febrero, marzo y abril) y lluvia (ma-
yo, junio, julio y noviembre) respectivamente. Junto
con cada una de esas tablas, se muestran en las fi-
guras (10) y (11) las representaciones graficas de

] Cadena C ‘

Meses de Lluvia

m || MAY | JUN [ JUL [ NOV
2008 2007

5 || 27,513 | 27,887 | 26,333 | 28,020

10 || 27,397 | 27,793 | 26,643 | 28,027

20 || 26,560 | 26,790 | 26,453 | 27,747

27 || 26,083 | 26,223 | 26,350 | 27,480

37 || 25,977 | 26,073 | 26,843 | 27,190

Tabla 6. Media mensual de temperatura (°C) para el
periodo de lluvia en los afios 2007-2008

Temperatura (C)
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Figura 8. Meses de sequia para la cadena C

“temperatura vs profundidad” durante los meses de
sequia y lluvia; éstas fueron realizadas a partir de los
datos de las tablas antes mencionadas y disefiadas en
el lenguaje de programaciéon GNU Octave.

En la figura (10) se observa que la variacion de tem-
peratura tanto en la época de lluvia como en la época
de sequia es decreciente en profundidades a partir de
25 m.

Las figuras (10) y (11) presentan variaciones de tem-
peratura muy pequefias con leve tendencia al aumento
de temperatura en el periodo de sequia. La figura (11)
tiene tendencia a la caida de temperatura en el perio-
do de lluvia.

En las tablas (9) y (10) se presenta la temperatura
(media mensual) dada por el promedio de todos los
meses de muestreo obtenida en cada una de las pro-
fundidades de estudio, la temperatura minima (media
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Figura 9. Meses de lluvia para la cadena C

’ Cadena B ‘
Temperatura (en °C)
m || Periodo de Sequia | Periodo de Lluvia
2007-2008 2007-2008
5 27,052 27,634
10 26,733 27,606
20 S.L 27,279
27 26,868 27,021
37 26,277 26,369

Tabla 7. Media de temperatura (°C) para los
periodos de sequia y lluvia en los afios 2007-2008

minima mensual) entre todos los meses obtenida en
cada profundidad de estudio, la temperatura méxi-
ma (media mdxima mensual) entre todos los meses
obtenida en cada profundidad de estudio y la desvia-
cion estandar entre todos los meses obtenida en cada
profundidad de estudio.

En las tablas (11) y (12) se presenta la temperatu-
ra dada por el promedio en todas las profundidades
obtenido en cada uno de los meses de muestreo, la
temperatura minima entre todas las profundidades ob-
tenida en cada mes de estudio, la temperatura méxima
entre todas las profundidades obtenida en cada mes
de estudio y la desviacion estandar entre todas las
profundidades obtenida en cada mes de estudio.

La tabla (13) muestra para cada cadena el promedio
de la temperatura, calculado entre todos los meses
y todas las profundidades de estudio, la temperatura
minima obtenida entre todos los meses y todas las

Temperatura (C)
26 265 7 275 28
T T T

Profundidad (m)
w ™ e - "
2 &R 15 o 5
T 1 T

@
]
T

40

Figura 10. Temperatura vs profundidad durante los
periodos de sequia y lluvia para la cadena B

] Cadena C ‘
Temperatura (en °C)
m || Perfodo de Sequia | Periodo de Lluvia
2007-2008 2007-2008
5 25,951 26,938
10 26,030 27,465
20 26,037 26,888
27 26,141 26,534
37 26,246 26,521

Tabla 8. Media de temperatura (°C) para los
periodos de sequia y lluvia en los afios 2007-2008

profundidades, la temperatura mdxima obtenida entre
todos los meses y todas las profundidades, la desvia-
cion estandar obtenida entre todos los meses y todas
las profundidades y, los promedios totales.

Como observacién general; las graficas muestran po-
ca variacion de temperatura en la época de sequia y
una tendencia a la caida de temperatura en el periodo
de lluvia.

2.1.2 Datos faltantes

Existen multiples causas por las que se pueden tener
registros “Sin Informacién” en una base de datos, o
bien, el registro contiene un valor infactible o fuera de
rango que debe eliminarse para no afectar (o sesgar)
los estudios que se apoyen en esa data. Cuando esto
sucede se dice que existen datos faltantes o valores
perdidos en el archivo estadistico.

Los datos faltantes forman parte de un conjunto de
observaciones con caracteristicas especiales que in-
cluyen a los datos agrupados, agregados, redondea-
dos, censurados o truncados; es decir, a datos con
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\ Cadena B \
2007-2008
Profundidad Promedios con Base en los Meses
Media Mensual | Media Minima Mensual | Media Maxima Mensual | Desviacién Estandar
S5m 27,440 °C 26,437 °C 28,380 °C 0,751
10m 27,121 °C 25,447 °C 28,140 °C 0,831
20 m 27,279 °C 27,083 °C 27,627 °C 0,302
27T m 26,970 °C 26,513 °C 27,887 °C 0,523
3Tm 26,318 °C 25,627 °C 27,317 °C 0,592

Tabla 9. Datos térmicos por profundidad para la estadistica entre los afios 2007-2008

‘ Cadena C ‘
2007-2008
Profundidad Promedios con Base en los Meses
Media Mensual | Media Minima Mensual | Media Maxima Mensual | Desviacion Estandar
Sm 26,612 °C 24,660 °C 28,020 °C 1,129
10m 26,668 °C 24,937 °C 28,027 °C 1,040
20 m 26,415°C 25,393 °C 27,747 °C 0,773
27T m 26,316 °C 25,637 °C 27,480 °C 0,634
3Tm 26,368 °C 25,620 °C 27,190 °C 0,587

Tabla 10. Datos térmicos por profundidad para la estadistica entre los afios 2007-2008

Temperatura (C)
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Figura 11. Temperatura vs profundidad durante los
periodos de sequia y lluvia para la cadena C

informacién especial.

En los dltimos cien afios ha sido enorme el desarrollo
de métodos estadisticos para estimar datos incomple-
tos. El algoritmo EM y sus extensiones, la imputacién
y el método de “Monte Carlo” proporcionan un con-
junto de herramientas flexibles y confiables para ha-
cer inferencias en una gran cantidad de problemas de
datos faltantes.

Las alternativas de solucién al problema de datos
faltantes basicamente siguen dos enfoques fundamen-
tales:

= Descartar o eliminar los individuos o variables
con valores perdidos.

= Estimar los valores perdidos utilizando algtin
método de imputacion.

En esta seccidn se van a tratar los valores de tempera-
tura que toman las lineas de muestreo en la superficie
del lago. Como se pudo observar en las tablas previas
a este apartado, la temperatura en la superficie no
esta presente en la data usada para el presente estu-
dio. La razén de ello es por la manera como fueron
distribuidos los sensores en cada una de las lineas de
muestreo. Esta situacion se observa con més detalle
en la figura (4). Ahi se visualiza al primer sensor de
cada cadena ubicado a 5 m bajo la superficie, limitan-
do ésto la captura de temperatura por esta via en el
nivel de 0 m de profundidad (o superficie).

Para resolver la situacion expuesta en el parrafo ante-
rior, se recurrié a una imagen presentada en el articu-
lo [11]. En esa investigacidn, el autor realiza un anéli-
sis de régimen termal para el Lago de Valencia, con
una data que fue recogida durante un periodo de dos
afios (a saber, enero de 1977 a diciembre de 1978).
La imagen de interés muestra que la temperatura en
la superficie del lago, coincide con la temperatura
obtenida en los primeros 5 m de profundida de la co-
lumna de agua durante todos los meses de muestreo
en esa investigacion. Esto 1levé a suponer, sin pérdida
de generalidad, que en la presente investigacion se
puede repetir la temperatura del nivel de 5 m, profun-
didad de cada cadena, en el nivel de 0 m, con lo cual
se logré llenar el dato faltante para la superficie del
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\ Cadena B \
Promedios Mensuales de Temperaturas (en °C) con Base en las Profundidades ()
Mes/Afo | Media Mensual | Media Minima Mensual | Media Maxima Mensual | Desviacion Estandar
Dic 2007 27,247 27,133 27,390 0,107
Ene 2008 26,553 26,460 26,713 0,110
Feb 2008 26,634 25,687 27,580 1,339
Mar 2008 26,249 25,627 26,870 0,879
Abr 2008 25,964 25,447 26,480 0,730
May 2008 26,973 25,963 27,703 0,733
Jun 2008 27,284 26,087 28,017 0,840
Jul 2008 26,669 26,110 27,127 0,403
Nov 2007 27,931 27,317 28,380 0,456

Tabla 11. Datos térmicos (en °C) mensuales para la estadistica entre los afios 2007-2008

\ Cadena C |
Promedios Mensuales de Temperaturas (en °C) con Base en las Profundidades ()
Mes/Afio | Media Mensual | Media Minima Mensual | Media Maxima Mensual | Desviacion Estandar
Dic 2007 27,166 27,080 27,237 0,059
Ene 2008 26,403 26,367 26,453 0,031
Feb 2008 25,667 25,630 25,733 0,046
Mar 2008 25,698 25,620 25,797 0,088
Abr 2008 25,472 24,660 26,497 0,735
May 2008 26,706 25,977 27,513 0,719
Jun 2008 26,953 26,073 27,887 0,853
Jul 2008 26,524 26,333 26,843 0,217
Nov 2007 27,693 27,190 28,027 0,360

Tabla 12. Datos térmicos (en °C) mensuales para la estadistica entre los afios 2007-2008

lago.

La metodologia utilizada para completar los “datos
faltantes” en la tabla de la cadena B fue la siguiente:
1.- Cdlculo de la temperatura a 20 m de profundidad
para los meses: enero, noviembre y diciembre. Pa-
ra este cdlculo, se promediaron los valores ubicados
en el mes respectivo de la cadena B a 10 my 27 m
de profundidad, dando como resultado: para enero a
20 m un valor de 26,52 °C, para noviembre a 20 m
un valor de 28,013 °C y para diciembre a 20 m un
valor de 27,233 °C. 2.- Cdlculo de la temperatura a
20 m de profundidad para los meses: febrero, marzo
v abril. En este caso, se hicieron los calculos de ma-
nera similar para los tres meses, es decir, para cada
mes se promediaron los valores de temperatura del
mes en cuestion, ubicados a la misma profundidad en
cada una de las cadenas, dando como resultado: para
febrero a 20 m un valor de 25,659 °C, para marzo a
20 m un valor de 25,683°C y para abril a 20 m un
valor de 25,453 °C. 3.- Cdlculo de la temperatura a
27 m de profundidad para los meses: febrero, marzo
v abril. En esta cuenta, se promediaron los valores
ubicados en el mes respectivo de la cadena B a 20 m
y 37 m de profundidad, dando como resultado: para

febrero a 27 m un valor de 25,673 °C, para marzo a
27 m un valor de 25,655 °C y para abril a 27 m un
valor de 25,966 °C. 4.- Cdlculo de la temperatura a
5 m de profundidad para los meses: febrero, marzo y
abril. Las cuentas se realizaron de manera similar al
inciso (2) y se obtuvo como resultado: para febrero a
5 m un valor de 25,769 °C, para marzo a 5 m un valor
de 25,875 °Cy para abril a 5 m un valor de 24,721 °C.
5.- Cdlculo de la temperatura a 0 m de profundidad
(superficie del lago) para los meses: febrero, marzo
y abril. Para estos valores nos apoyamos en los re-
sultados del articulo [11]; repitiendo los valores de
temperatura del nivel de 5 m de profundidad en el
nivel de 0 m de profundidad.

La tabla (14) muestra la distribucion de temperatura
actualizada para la cadena B desptes, de haber com-
pletado los datos faltantes con los valores obtenidos
en los célculos del parrafo anterior.

3. ANALISIS DE REGRESION

En el siguiente apartado, se muestra la formulacion
del problema de identificacién de pardmetros que se
investigd en este articulo, ver [8]. En ese sentido; a
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\ Cadena [ Media Total | Media Minima Total | Media Maxima Total | Desviacién Estandar ||
A 26,701 °C 24,897 °C 28,117 °C 0,920
B 26,947 °C 25,447 °C 28,380 °C 0,757
C 26,476 °C 24,660 °C 28,027 °C 0,832
D 26,296 °C 24,607 °C 27,980 °C 0,973
| Promedio Total | 26,605°C | 24,903 °C \ 28,126 °C \ 0,871 |

Tabla 13. Datos térmicos (en °C) para la estadistica, usando todos los niveles de profundidad (m) en cada
cadena y todos los meses invertidos para la recoleccion entre los afios 2007-2008

] Cadena B
Profundidad 2008 2007

(m) ENE FEB MAR | ABR | MAY JUN JUL NOV DIC
0 26,713 | 25,769 | 25,875 | 24,721 | 27,703 | 28,017 | 26,437 | 28,380 | 27,390
5 26,713 | 25,769 | 25,875 | 24,721 | 27,703 | 28,017 | 26,437 | 28,380 | 27,390
10 26,527 | 27,580 | 26,870 | 25,447 | 27,593 | 27,947 | 26,743 | 28,140 | 27,243
20 26,520 | 25,659 | 25,683 | 25,453 | 27,083 | 27,627 | 27,127 | 28,013 | 27,233
27 26,513 | 25,673 | 25,655 | 25,966 | 26,523 | 26,743 | 26,930 | 27,887 | 27,223
37 26,460 | 25,687 | 25,627 | 26,480 | 25,963 | 26,087 | 26,110 | 27,317 | 27,133

Tabla 14. Temperatura (en °C) media mensual para los afios 2007-2008
[Por el articulo [11] se incorpora a la tabla la temperatura en la superficie del lago]

partir de los datos experimentales, se construyé la
siguiente tabla:

T = {(tj,z,-,T,-j) S [l‘o,l‘f] XR+U{O} xRT
JTij =T (t;,2:,%) + &} ,

coni=1:ny j=1:mde valores observados para la
funcién T (¢,z,x), que modela las variaciones de tem-
peratura en la columna de agua del Lago de Valencia.
Donde, g; € RTU{0} son errores de observaciones,
t es la variable temporal (medida en meses), z es la
variable espacial (profundidad del lago, medida en
metros) y x es el vector cuyas componentes son los
pardmetros a estimar.

La pretencién final de este trabajo es realizar el andli-
sis de regresion en cuatro (4) modelos tedricos. Para
uno (1) de los modelos se logra este anélisis resol-
viendo un problema de regresion lineal y en los otros
tres (3) se requiere resolver problemas de regresion
no lineal. A continuacidn, se presenta el modelo teori-
co de regresion lineal que se desarroll6 en este avance
para el ajuste de la data en la funcién de temperatura
T (t,z,x).

3.1 Modelo trigonométrico para profundidad
fija

Este modelo supone que la funcién temperatura se
escribe como;

’ T (z,t) = To(z) + Po(z) cos(wt) + Bi(z) sen(wr) ‘

donde x = (Ty, Bo,B1) es el vector de parametros a
estimar y @ es un valor conocido (a saber, la frecuen-
cia). De ahi que; cos(@t) y sen(®t) son cantidades
conocidas luego, los parametros se estimaran por re-
gresion lineal.

Seguidamente, se muestra el proceso de estimacion.
Primero, se introducen los detalles para llevar a cabo
la estimacién en el caso que se supone un modelo
trigonométrico para las variaciones de temperatura a
profundidad fija.

T (z,1) =To(z) +cos(ot) Bo(z) +sen(wt) Bi(z). (1)

Dados los datos experimentales; T = {7 (z;,¢;) = T;; :
i=1,....n A j=1,...,m} yel modelo teérico (1),
se considera el modelo de regresion para i fijo, dado
por:

T;; = To(zi) + cos(wt}) Po(zi) + sen(wt;) Bi(z)

g[(zhtj)vx]
+ €jj (2)
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] Cadena C
Profundidad 2008 2007

(m) ENE FEB MAR ABR MAY JUN JUL NOV DIC
0 26,403 | 25,700 | 25,797 | 24,660 | 27,513 | 27,887 | 26,333 | 28,020 | 27,197
5 26,403 | 25,700 | 25,797 | 24,660 | 27,513 | 27,887 | 26,333 | 28,020 | 27,197
10 26,453 | 25,733 | 25,790 | 24,937 | 27,397 | 27,793 | 26,643 | 28,027 | 27,237
20 26,367 | 25,630 | 25,630 | 25,393 | 26,560 | 26,790 | 26,453 | 27,747 | 27,167
27 26,397 | 25,637 | 25,653 | 25,873 | 26,083 | 26,223 | 26,350 | 27,480 | 27,147
37 26,397 | 25,637 | 25,620 | 26,497 | 25,977 | 26,073 | 26,843 | 27,190 | 27,080

Tabla 15. Temperatura (en °C) media mensual para los afios 2007-2008
[Por el articulo [11] se incorpora a la tabla la temperatura en la superficie del lago]

donde, @ y t; son conocidos y, z; es una profundi-
dad fija que se toma a partir de la superficie del la-
go. Se estima el vector, x = [Ty(z), Bo(z), B1 (z)]7, de
pardmetros del modelo (2) por el criterio de Minimos
Cuadrados Ordinarios;

SCR(x) = il{Tij—[To(Zi)+cos(wtj) Bo(zi)

+ sen(ar;) Bi(z)]}>. 3)

Al derivar (3) con respecto al vector x se obtiene el
gradiente de la SCR, dado por:

dSCR JSCR 8SCR)

VSCR(x) = , ,
0= (%5 S o
luego, haciendo VSCR(x) = 0 se obtiene un siste-
ma lineal de ecuaciones normales, Ax = b donde la
matriz asociada al sistema viene dada por:

m m
m Z cos(wt;) Z sen(ot;)
J=1 J=1
m m m
Z cos(ot;) Z cos*(ot;) Z sen(wtj)cos(ot;) |
J;l ];11 ];11
Z sen(ot;) Z cos(wt;)sen(ot;) Z sen®(wt;)
J=1 J=1 J=1

el vector de términos independientes estd dado por

m
YT
=1
m

Z T;j cos(ot;) |,
j=1

m
Y T sen(ar;)
j=1

y el vector de pardmetros (la incognita)
To(z)
x=| Bol@)

Bi(zi)

donde las componentes del vector solucidn,
SCR(x) = x = [To(zi), Bo(zi), Bi (z:)]", vienen a ser
los pardmetros a estimar.

3.1.1 Consistencia del estimador

La ecuacion (2) es equivalente a
T=Xx+e

donde T es un vector de temperaturas 7;; concatena-
das, e el vector de errores formado por los ¢;; conca-
tenados y x el vector de pardmetros. Escrito en esta
forma el estimador £ satisface

£=x+(X"X)""Xe

por lo tanto se puede demostrar que (ver Lema 2.2
[13]),

x> < p(XTX) ™) Zu[le]?, es.

donde p((X"X)™1) es el radio espectral de la matriz
(XTX)~1L. Si se supone que e ~ .4 (0,06%1) entonces

7 ~ Bet k n—k
n ela D) )
donde £ es el rango de la matriz de disefio X. Por lo
tanto, se puede demostrar que (ver Teorema 4.1, [13])

X —x, c.s.

4. RESULTADOS DE LOS
AJUSTES A LA DATA

En este apartado se muestran tablas con los parame-
tros estimados y las distintas curvas de ajuste obteni-
das después de implementar el método de los Mini-
mos Cuadrados Ordinarios para cada profundidad de
estudio.
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Las ondas periddicas son aquellas que muestran
periodicidad respecto de la variable temporal. Las
temperaturas en la tierra en un punto dado y a una
altura fija exhiben este comportamiento periédico
con respecto al tiempo. Por esta razén, se pueden
considerar las mediciones térmicas de la columna de
agua de un lago como una combinacién lineal de la
funcién seno y la funcién coseno mdas un término
de traslacién (a saber, Tp). Sin embargo, el modelo
trigonométrico que se presenta en este estudio tiene
la limitacién que, hay que calcular los pardmetros del
modelo para cada profundidad fija.

Cadena B
Ajuste de Curva
(Profundidad: 20 m)
29 -
‘ ® (@(1) theta (1) + theta (2) " cos fw " 1) + theta (3} " sin (w " th
28 L
- /7 B
e
5} T e .
-l S . //'
g -
g | 7
S ~
E 2 R
= . .
.
25
24 L L L L
0 2 4 6 8

Tiempo (Meses)

Figura 14. Cadena B a una profundidad de 20 m

Cadena B
Pardmetro Profundidad (m)
estimado 5 10 20 27 37 Cadena B
To(z) 2,6956¢+01 | 2,7160e+01 | 2,6756e+01 | 2.668le+01 | 2,6471e+01 Ajuste de Curva
Bo(z) | —5,0551e—01 | —2,0794¢—01 | —5,7787¢—01 | —2,9332¢—01 | 4,2674¢—02 (Profundidad: 27 m}
Bi(2) —8,6550e — 01 | —3,8862¢ —01 | —7,8724¢—01 | —8,1788¢—01 | —6,6869¢ — 01 2®r _
" . " ‘ & @it)theta (1) + theta (2) * cos (w " 1) + theta (3) " sin (w " 1)
Tabla 16. Modelo trigonométrico para profundidad
ﬁja 28 .
5 > - .
ot e
e s
Cadena B g . .-~
Ajusie de Curva é ~— - g
(Profundidad: 5 m} o ®r e ——
29 - L4 .
| ® @t theta (1) + theta (2} * cos (w* 1)+ theta (3} * sin (w " )
25
28 - .
- " g 24 - - - -
L . 0 2 4 8 8
o /// Tiempo (Meses)
s 27r ~
E . 7 Figura 15. Cadena B a una profundidad de 27 m
= s .
@D o~
E B .,;____1_.-/'/
Cadena B
Ajuste de Curva
E (Profundidad: 37 m)
. 2
‘ = @it} theta (1) + theta (2) * cos (w* 1) + theta (3) * sin fw* 1}
24 . . . .
o 2 4 [ 8 81
Tiempo (Meses)
Figura 12. Cadena B a una profundidad de 5 m Sl -
‘% |‘ - ~ P
5 26 - ~—— R *
Cadena B = . .
Ajuste de Curva
(Profundidad: 10 m)
. 251
‘ * @(titheta (1) + theta(2) * cos (w* 1) + theta (3) * siniw * t)
i : g > . 6 s
- . o Tiempo (Meses)
Tl : Figura 16. Cadena B a una profundidad de 37 m
g .
E o6
]
R Cadena C
Pardmetro Profundidad (m)
25} estimado 5 10 20 27 37
To(z) 2,6660e+01 | 2,6716e+01 | 2,6545¢+01 | 2,6483¢+01 | 2,6487¢+01
Bo(z) | —54235¢—01 | —54860c—01 | —2,4047e —01 | —3,2035¢—02 | —1,0863¢ — 01
24 L . . - Bi(2) ~7,6524¢ —01 | —7,7297¢ —01 | —8,4489¢ —01 | —8,0907¢ — 01 | —6,6061e —01
0 2 4 6 8 N . B
Tiomps (Weses) Tabla 17. Modelo trigonométrico para profundidad
Figura 13. Cadena B a una profundidad de 10 m fija
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CadenaC
Ajuste de Curva
(Profundidad: 5 m)

| ®  @(f) theta (1) + theta (2) " cos (w " th+ theta (3) * sin (w " 1)

28 -

5]
)
T

Temperatura (°C)
\

B2
T
Y
Y

24 ! .
4 6 8

Tiempo (Meses)

Figura 17. Cadena C a una profundidad de 5 m

CadenaC
Ajuste de Curva
{Profundidad: 10 m)
29 -
[+ @tretar) + teta (2} cos (w* 1)+ theta 3) " sinw " 1)
28 .
.
- —
o e .
ar e
~
H e .
E . -
g _
56k —
= %
25 - -
24 . . . .
o 2 4 ] 8

Tiempo (Meses)

Figura 18. Cadena C a una profundidad de 10 m

CadenaC
Ajuste de Curva
(Profundidad: 37 m)

‘ o @t} theta(1)+ thetai2) * cos iw* 1) + thetai3) * siniw * 1}

28

7r e

Temperatura (°C)
.
\

25

24 L L L
o 2 4 L] 8

Tiempo (Meses)

Figura 21. Cadena C a una profundidad de 37 m

5. CONCLUSIONES

Tras analizar y discutir los resultados obtenidos en este
estudio en relacion con los distintos modelos de ajuste
utilizados para caracterizar la temperatura en el Lago de
Valencia, los autores concluyen lo siguiente:

CadenaC
Ajuste de Curva
(Profundidad: 20 m)

29 -
| o (@if) theta (1) + thela (2} * cos jw * 1) + theta (3) * sin fw " 1}
28
.
o T .
e arr o
o d
E . ~
@ . _,/ .
S o
526 e
= —_—
. O
.
a5
24 L L L L
o 2 4 6 8

Tiempo (Meses)

Figura 19. Cadena C a una profundidad de 20 m

Ajuste de Curva
(Profundidad: 27 m)

‘ s @it theta (1)« theta (2] * cos (w " 1)+ theta (3) " sinw " 1)

28

Temperatura (°C)
N\
.

25

24 . . . .
0 2 4 [ 8
Tiempo (Meses)

Figura 20. Cadena C a una profundidad de 27 m

La aplicacién de diversas regresiones a un mismo
problema permite realizar comparaciones mas alla
del ambito lineal. Las nuevas tecnologias facilitan la
realizacion de estas comparaciones en un tiempo reducido,
lo que conduce a la eleccién adecuada de un modelo que
describa los datos en problemas de ingenieria. Ademas,
proporcionan elementos de juicio suficientes para la toma
de decisiones en condiciones de incertidumbre.

El criterio de estimacion propuesto en este trabajo, basado
en el modelo de regresion lineal descrito, se centra en la
minimizacién de la suma residual. Sin embargo, mientras
que las regresiones intrinsecamente lineales que cumplen
con las hipétesis cldsicas pueden estimarse directamente
mediante minimos cuadrados ordinarios, los modelos
no lineales en sentido estricto requieren técnicas de
estimacién mds sofisticadas y laboriosas, que emplean
algoritmos matematicos complejos para su resolucién.

El método de minimos cuadrados, al ser un procedimiento
lineal, es notablemente rdpido en comparacién con
procesos iterativos o aquellos que aproximan una matriz
Hessiana. No obstante, este método, al intentar ajustar
una funcién a los datos mediante la minimizacion de
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residuos, no tiene la capacidad de detectar datos atipicos.
Ademads, aunque en la mayoria de los casos se ajusta
al error, este no siempre sigue una distribucién normal,
y el método funciona mejor cuando la distribucién de
los datos es aleatoria. Cabe destacar que los minimos
cuadrados pueden presentar sesgos y no garantizan una
solucién 6ptima en todos los escenarios.

Por otro lado, el modelo lineal (trigonométrico a profundi-
dad fija) analizado en esta investigacion presenta la dificul-
tad de tener que desarrollarse de manera individual para
cada profundidad lo cual puede convertirse en un trabajo
engorroso. Finalmente, los tres modelos de regresién no
lineal que se pretenden analizar para el estudio final de
esta investigacion se encuentran en proceso de desarrollo.
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