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Resumen

En este trabajo se presenta un analisis de los datos mensuales de precipitaciones provenientes
de 11 estaciones meteoroldgicas ubicadas en el Lago de Valencia, Venezuela utilizando el
método de componentes principales funcionales (FCP). Este proceso consiste en transformar
los datos de cada estacidn en curvas funcionales mediante técnicas de suavizado usando
bases de Fourier debido a la naturaleza periddica presente en los datos. Al realizar el analisis
de componentes principales se obtuvo que sélo dos componentes contribuyen con mas del
85% de variabilidad y de las cuales se identifican dos periodos bien definidos de lluvia y
sequia que contribuyen a comprender mejor las variaciones climaticas en esta region.

Palabras Claves: Precipitaciones, componentes principales funcionales, Lago de Valencia
Functional Principal Component Analysis (FPCA) of Rainfall in Lake Valencia

Abstract

This paper presents an analysis of monthly rainfall data from 11 meteorological stations located
in Lake Valencia, Venezuela, using the functional principal component analysis (FPCA) method.
This process consisted of transforming the data from each station into functional curves by
means of smoothing techniques using Fourier bases, due to the periodic nature present in the
data. By performing the principal component analysis, it was found that only two components
contribute more than 85% of the variability, and from which two well-defined periods of rain and
drought are identified, which contributes to a better understanding of the climatic variations in
this region.
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1. Introduccion

El andlisis de las precipitaciones en el Lago de Valen-
cia ha sido abordado desde diversas perspectivas. Es-
tudios previos han empleado metodologias variadas
para comprender el régimen climdtico y los patrones
de lluvia en la regién.

En [3], se realiz6 un estudio del régimen climético
y el patrén espacial de lluvias, utilizando “Anélisis
de correlacidn espacial” y “los criterios de error de la
lluvia media y la interpolacién espacial del método
de Kagan”.

En [6] y [10], se analizaron datos de ocho estaciones
ubicadas en la cuenca del Lago de Valencia, aplican-
do técnicas de andlisis de series de tiempo.

En [13], se utilizaron series temporales para exami-
nar diversas variables meteoroldgicas en el Lago de
Valencia, incluyendo las precipitaciones.

Ademads de los estudios especificos del Lago de Valen-
cia, se han realizado investigaciones sobre el analisis
de datos funcionales (FDA) y, en particular, el andli-
sis de componentes principales funcionales (FPCA)
en el contexto de estudios de precipitaciones.

En [11], se estudiaron las precipitaciones en Canada
utilizando FPCA, con el apoyo de un paquete es-
tadistico en el software R. Este estudio también se
presenta como ejemplo en [1], donde se encuentran
fundamentos tedricos més detallados. Estas serdn las
principales fuentes para el presente trabajo.

En [1], [2], [4] y [5], se aplicaron diversos métodos de
analisis de datos funcionales en estudios relacionados
con el clima y las precipitaciones.

En este trabajo, se presenta un andlisis de los datos
mensuales de precipitaciones de 11 estaciones meteo-
roldgicas en el Lago de Valencia, Venezuela, utilizan-
do el método de componentes principales funcionales
(FPCA). Este proceso transforma los datos de cada
estacion en curvas funcionales mediante técnicas de
suavizado con bases de Fourier, dada la periodicidad
de los datos. El anélisis de componentes principales
revel6 que dos componentes explican mas del 85 %
de la variabilidad, identificando dos periodos defi-
nidos, de lluvia y sequia, lo que contribuye a una
mejor comprension de las variaciones climéticas en
la region.

La aplicacion del FPCA permitira reducir la dimen-
sionalidad de los datos, identificar las principales
fuentes de variabilidad en las precipitaciones y de-
tectar patrones espaciales y temporales significativos.
Los resultados de este estudio tendran implicaciones
importantes para la gestién de recursos hidricos, opti-
mizando el uso del agua y mitigando los efectos de
eventos extremos.

2. Bases teoricas

En esta primera seccién vemos un breve resumen de
la teoria que sustenta este trabajo. Se sigue aqui a [8]
debido a ser mds conciso en lo que nos ocupa. En [14]
se puede encontrar una gran variedad de citas que
muestran el desarrollo historico del andlisis de datos
funcionales (FDA) y del andlisis de componentes
principales funcionales (FPCA). Para un estudio més
completo se tienen también [9] y [12].

Variables aleatorias en L2

El espacio L? es el conjunto de todas las funciones x
definidas en [0, T] que satisfacen que [ x*(t)dt < oo.
El espacio L? es un espacio separable de Hilbert con
producto interno,

(x,y) = /OTx(t)y(t)dt.

Una variable (o curva) aleatoria X = {X(¢),7 € [0,T]}
es un elemento aleatorio de L? equipado con una o-
dlgebra de Borel.

Si X y Y son variables aleatorias, estas son indepen-
dientes si

P(X €AY eB)=P(X€A)P(X €B).
Decimos que X es integrable si
T
E|x|? = E/ X2(t)dt < oo
0

Se debe notar que: [; X?(t)dt es una variable aleato-
ria real.

Si X es integrable entonces existe u € L? tal que,

(box) = E(X,x),
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para cada x € L?. u se denomina <esperanza de X, y
se denota EX. EX conmuta con operadores acotados,
es decir, si £ € £ y X son integrables, entonces

E(((X)) = U(EX).

Si EX =0, el operador de covarianza de X se define
como,

C(x) =E[(X,x)X], VxelL>

El operador C es simétrico y positivo definido, es
decir,

(C(x),y) = (x,C(v)),Vx,y € L%. Simétrico.
(C(x),x) > 0,Vx € L. Definido positivo.
El operador de covarianza es ademdas compacto, es

decir, dadas dos bases ortonormales de L2, {u;} y
{v;} se puede escribir como

Z (x v

El operador de covarianza es de Hilbert-Schmidt, es
decir, se verifica la condicién

i A} < oo,
=1

Si se observa una muestra de N curvas Xi,...,Xy,
estas pueden verse como las realizaciones de una
funcidn aleatoria X o como un elemento aleatorio de
L? con la misma distribucién de X.

Se asume a menudo que Xi,...,Xy son iid en L?, y
se distribuyen igual a X, que asumimos es cuadrado
integrable. Asi definimos los siguientes pardmetros:

u()=E[X(t)] (funcién media),
c(t,s) = E[(X (1) — p(2)) (X (s) — u(s))]

(funcién de covarianza),

=E[(X—p), ) (X —p)]

(operador de covarianza).

c()

La funcién media u se estima por la funcidn de media
muestral

X0+ Xy ()
N )

(1

y la funcién de covarianza,
N
= 5 LX) = B(0)(Xi(s) = B(5)).

El operador de covarianza muestral se define como

1Y -
NZ(&-HW)(K‘—H),

i=1

Clx) = x €L’

2

El operador c cumple las mismas propiedades que
el operador C, de esta manera, el operador C puede
escribirse como,

Z (X,

donde A; son los valores propios de C'y v; sus vec-
tores propios, que forman una base ortonormal de
L%

Los valores propios de C se asumen positivos y
mondtonamente decrecientes, es decir,

)L1>7Lz>~--.

Los vectores propios de C se denominan <componen-
tes principales funcionales empiricos> (EFPC) de los
datos X1,...,Xy.

Componentes principales

En la subseccién anterior se vio que los EFPC se
pueden interpretar como una base dptima ortonormal
con respecto a la cual se pueden expandir los datos.

El producto interno (X;,v;) = [ X;(t)v;(¢)dt se deno-
mina el j-ésimo resultado de X; y se puede interpretar
como el «peso de la contribuciéon> de los FPC a la
curva X;.

Un método para elegir el nimero de componentes
principales es cuando la suma de los valores propios
supera el 85% de la suma total. En caso de que la
primera componente supere el 85 %, se hace una ro-
tacion en los vectores propios (se elige otra base),
de modo que haya por lo menos dos componentes
principales.
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3. Aplicacion e interpretacion del
modelo a los datos del lago

En esta seccién aplicamos el modelo descrito en [11]
a los datos de precipitaciones del Lago de Valencia.

Las curvas asociadas a los datos

Se cuenta con datos mensuales de precipitaciones en
los alrededores del Lago de Valencia medidos en once
estaciones meteoroldgicas (al lado de cada estacion
se coloc6 el tiempo durante el cual se tomaron datos
de acuerdo a la estacién), a saber:

E417: Santa Cruz, 1966 a 1999.

E444: <Sin informacion>, 1954 a 1966.
E452: Mariara, 1949 a 1993.

E466: Maracay, 1934 a 1992.

E488: El Trompillo, 1960 a 2005.

E489: Agua Blanca, 1934 a 2005.

E491: Las Dos Bocas, 1949 a 2005.
E497: La Ceniza, 1960 a 2003.

E1483: <Sin informacién>, 1944 a 1994.
E1494: Embalse Taiguaiguay, 1951 a 1999.
E9317: <Sin informacion>, 1974 a 1993.

Como se puede ver, desconocemos la ubicacion de las
estaciones 444, 1483 y 9317. En la Figura 1 se puede
observar donde estan ubicadas aquellas estaciones de
las que se conoce su ubicacion. Para aplicar el mo-
delo se le calcul6 la media mensual a cada estacion,
dejando una tabla de datos con dos variables: mes y
estacidn. Para reducir la escala se le aplicé logaritmo
en base 10 a cada uno de los datos. La tabla resultante
se guardd en un archivo.txt, para luego ser cargada en
el software estadistico R. Luego se carg6 el paquete
fda de R para el tratamiento de datos funcionales.

Los datos vienen en forma discreta. Por eso se deben
transformar a datos continuos o funciones. Es decir,
por cada estacion se debe encontrar una funcién en
L? que interpole los datos discretos. En la literatura
se recomienda usar series de Fourier cuando se trata
de datos de precipitaciones, ya que son fenémenos
periddicos. Se debe encontrar una serie de modo que
cada funcién aleatoria se pueda escribir como,

K
X;(t) =Y arjvi(t), 3)
k=1

donde j indica la estacion. Se escogié K = 13 (el

nimero debe ser impar) ya que un nimero mas pe-
quefio daba errores en la estimacién y uno mds grande
no modificaba la estimacion. Existen métodos para
estimar K, pero no se usaron en este estudio. Dado
que es una serie de Fourier, los v; vienen dados de la
siguiente manera:

vi =1, vy = sen(kot), vorr1 = cos(kr),

para k =1,...,K — 1. La constante @ viene dada
por la relaciéon @ = 27/T, donde T, en este caso,
es 12, por el nimero de los meses del afio, por lo
tanto @ = 7/6. Para obtener las curvas asociadas
a los datos se cred una base de Fourier, usando el
comando en R, create.fourier.basis, que
requiere tres entradas:

1. rango, en nuestro caso 0 a 12, y lo definimos
como el vector (0, 12).

2. K = 13, el numero de vectores de la base.

3. El periodo T = 12, que hay que aifiadirlo, ya
que por defecto es 365, por los dias del afio.

La base creada se muestra en la Figura 2.

Ahora bien, para que cada curva pueda escribirse en
términos de la base de Fourier, se deben estimar los
coeficientes de (3) utilizando la funcién fdPar del
paquete £da de R. Esta funcién usa los siguientes
pardmetros de suavizado para la interpolacion.

Operador de aceleracion arménica

El suavizado se admite mediante la clase Lfd que
expresa el concepto de un operador diferencial lineal.
Un operador diferencial lineal L es un operador lineal
de la forma,

L(x(t)) = aox(t) + i axD*x(t).
k=1

Un caso especial importante es el <operador de ace-
leracién arménicas,

L(X(1)) = @*DX (1) + DX (1), 4)

que se usa ampliamente con funciones de base de
Fourier para suavizar datos periddicos. Este operador
de aceleracion armoénica se usa para penalizar los
términos mas altos en la serie de Fourier (3). A los
operadores lineales que se usan para este proposito
se les denomina <operadores de penalizacién por
rugosidad.
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Figura 2. Base de Fourier. Fuente: propia

Matriz de rugosidad y Matriz de suavizado

La ecuacién (3) puede escribirse de manera matricial
como, X (1) = ¢Tv(t).

Asi, se define el <criterio de ajuste penalizado por
rugosidad> como,

F(o) = (y=VO) (y=Ve)+2 [ (LX) Pdr. )

donde j es la estacion, A es llamado <parametro de
suavizado> y V es la matriz de los datos. La matriz
de rugosidad es

R= / L(X (1)) 2dr = / v (1)dr,
y la matriz de suavizado como,

H(A)=V(VTV+AR) VT,

Parametro de suavizado

La medida de validacién cruzada generalizada, GCV,
desarrollada por Craven y Wahba (1979), esta di-
sefiada para localizar el mejor valor para el pardmetro
de suavizado A. Otras medidas se muestran en [7].
Esta medida se define como,

SSE

ey = (i) (=) ©

donde df (1) = Traza(H(A)) y

SSE = il[yj'—X(lj)]z.

El mejor pardmetro de suavizado se obtiene minimi-
zando (6). En la Figura 3 se observa que el minimo
de GCV(A) se obtiene cuando log(A) = —1, es decir,
A =0,1.

Finalmente, usando la base de Fourier, la penaliza-
cion y el pardmetro de suavizado se utiliza el coman-
do smooth.basis para calcular los coeficientes
para cada una de las curvas asociadas a los datos de
las estaciones. En la Figura 4 se muestran las curvas
asociadas a cada una de las estaciones. Para un de-
sarrollo mas completo de esta subseccion ver [11] y

[7].
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Figura 3. Criterio GCV. Fuente: propia
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Figura 4. Datos funcionales por estacién. Fuente:
propia

Componentes principales

El andlisis de componentes principales se implementa
con la funcién f£da. £d en R. Esta funcién tiene los
siguientes pardmetros de entrada:

pca.fd(datos funcionales, nharm =
3,harmfdPar = fdPar (datos
funcionales), centerrfns=TRUE)

donde <«datos funcionales> son los que se generaron
con el comando smooth.basis, «<nharm = 3> in-
dica el nimero de componentes principales que se
desean (esto se modifica una vez obtenidos los datos),
«fdPar> es la funcién de penalidad.

La funcién fda. £d devuelve un objeto funcional
con los siguientes componentes:

harmonics: Un objeto funcional que contiene los
vectores de las componentes principales.

values: El conjunto completo de valores propios.

scores: Muestra la influencia de cada estacion en
cada componente principal.

varprop: Un vector con la proporcién de la varian-

za explicada por cada vector propio.

meanfd: Un objeto funcional que da la funcién me-
dia de X.

El criterio para elegir el niimero de componentes prin-
cipales depende de la magnitud de los valores propios.
Esto lo vemos en el vector con la proporcién de la va-
rianza explicada por cada vector propio,varprop:

(0.88, 0.06, 0.04).

Esto indica que el 88 % de la variabilidad es explicada
por la primera componente principal. La sugerencia
en la literatura es que haya més de una componen-
te principal. Se aplica una matriz de rotacién para
hallar una nueva base en la cual al menos dos com-
ponentes principales expliquen la variabilidad de los
datos. Con el comando varmx.pca.fd se crean
otras componentes principales a través de un proceso
de rotacion. El comando arroja, junto con los mismos
resultados del comando pca . £d la matriz de rota-
cion usada. Igual que con el caso anterior, revisamos
el vector de proporcidn, que en este caso es:

(0.66, 0.28).

Este cubre el 94 % de la variabilidad de los datos,
y ninguna de sus componentes cubre mas del 85 %,
que es lo que buscdbamos con la rotacién. Los coefi-
cientes de las componentes principales en la base de
Fourier (arménicos) vienen dados por,

393x 107" 7.97x107!
7.68x 1071 —4.23x 107!
376 x 1071 2.69x 107!
2.00x 1071 1.09x 1072
—2.65x107"  3.30x 107!
—134x1072  4.52x10°2
A=1 _431x102  493x 102 @)
—1.83x1072  243x10°2
—2.06x1072  1.03x10°?2
491 %1073 —6.48x 1073
240x107%  1.31x1077
5.88x 102 —591x1073

y las componentes principales vienen dadas por,
PC =v'A,

donde PC = [PC,(t) PCy(1)].

La gréfica de las componentes principales viene dada
en la Figura 5.
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Figura 5. Las componentes principales. Fuente:
propia

Los valores propios asociados a las componentes
principales son:

A1 =0.2942269 y A, =0.1237606.

Discusion de resultados

Aqui se analizan los <scores> y el <grafico de media
perturbadas.

Los scores

Los «scores>, o resultados, son los coeficientes de
cada una de las curvas aleatorias asociadas a las esta-
ciones con respecto a la base formada por las compo-
nentes principales, quedando cada curva X; como,

X417(t) = —0.1656PC () — 0.1894PC; (1),
Xaaa(t) = —1.3683PCy (1) — 0.4572PCy (1),
Xu52(t) = —0.1702PCy (t) — 0.3378PC; (1),
Xae6(t) = —0.2363PCy (1) — 0.2324PC (1),
Xags(t) = 0.0791PC; () 4 0.0445PC, (1),
Xago(t) = 0.4268PC () + 0.3139PC, (1),
Xuo01(t) = 0.5458PC (1) +0.6481PC, (),
Xu07(t) = 0.2446PC (t) — 0.0875PC5 (),
Xiag3(t) = —0.0453PCy (1) — 0.0588PC; (1),
Xi404(t) = —0.1382PCy () — 0.2418PC; (1),
Xo317(t) = 0.8275PC} () +0.5986PC; 1).

Los <scores> muestran el peso o la influencia que
tiene la estacion en la componente principal respecti-
va. Mientras mas distante de cero sea el score, mas
peso tiene esa estacion en la componente principal.
La Figura 6 muestra los <scores> de las estaciones,
cada punto representa una estacion, en el eje de las

abscisas aparece la primera componente principal y
en el de las ordenadas el segundo. Las coordenadas
de cada punto corresponden a los coeficientes de las
dos componentes principales respectivamente. Los
puntos mas alejados del origen representan estaciones
con mayor peso, mientras que los mds cercanos al ori-
gen representan estaciones con menor peso. También
se pueden ver las estaciones que estdn mds aisladas
en la grafica como datos atipicos. En este caso, los
valores atipicos serian las estaciones 444, 9317, 491
(Las Dos Bocas), 489 (Agua Blanca).

Adicionalmente, en la Figura 6 se observan dos clus-
ter, uno en el centro que al revisar la ubicacion de las
estaciones en la Figura 1 se observa que justamente
estas estaciones son las que estdn mds cercanas al
lago y en un terreno mds llano. El segundo cluster
se observa en la esquina superior a la derecha tres
estaciones que de acuerdo a la Figura 6 son justa-
mente las que estan ubicadas en la parte alta que es
zona de montafia. Note también que las estaciones
maés elevadas tienen un score positivo respecto a la
primera componente principal, mientras que las méas
bajas tienen un score negativo. Esto se repite en la
segunda componente principal, en una escala mds
pequeiia. Las estaciones mds elevadas tienden a tener
lluvias més abundantes, lo que hace que el peso en
cada componente esté relacionado con la cantidad
de lluvia. La ubicacion de las estaciones de las que
se desconoce su ubicacidn tienen datos interesantes:
444 esta mas a la izquierda que todas, 9317 estd mas
a la derecha de todas y 1483 estd mas al centro que
todas.

Las Dos Bocaso E9317
E491 o

08
1

E489
Agua gﬂanca

E488
El Trompillo

Scores PC2

00
!

E497
E14sg La Ceniza
&

= Sant%Cruz a4
e =T Maracayo i i
2 B466 cEmbalse Taiguaiguay
= Mar?iara
ol E452
T 1 1 T
1.0 0.5 0.0 0.5

Scores PC1

Figura 6. Mapa de scores con las estaciones. Fuente:
propia
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Media perturbada

El gréfico de <media perturbada>, Figura 7, viene
dado por tres curvas, ﬁ(t) (ver (1)) es la curva re-
presentada con una linea continua, fi(t) +2v/A;PC;
es la curva representada con simbolos de <+> y
(1) —2+/A;PC; es la curva representada por simbo-
los de «<-». Estas férmulas se encuentran en [7], pag.
48 a 51. La primera componente principal muestra
una variacién mayor en la época de sequia, aproxi-
madamente de noviembre a abril, y la segunda com-
ponente principal muestra una variacién mayor en la
época de lluvias, aproximadamente de mayo a octu-
bre. La alta variacién de octubre a febrero es posible
que se deba a lluvias atemporales en las estaciones
9317 y 491 (Las Dos Bocas), que tienen un microcli-
ma de montafia.

PCA function 1 (Percentage of variability 66.5 ) PCA function 2 (Percentage of variability 28 )

H
00 05 10 15 20

Figura 7. Media perturbada. Fuente: propia
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