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Resumen

En este trabajo utilizamos el analisis de Fourier para analizar formas bidimensionales, en
particular nos centramos en formas que corresponden al borde de un lago. Estudiamos la
morfometria del borde, a través de una descomposicion de Fourier de su forma y proponemos
un algoritmo para el calculo del area encerrada por el borde.

Palabras Claves: Morfometria, area, nivel, geometria del borde, analisis estadistico.

Two applications of Fourier analysis to the study of shapes. A Case Study: Lake
Boundary

Abstract

In this work, we use Fourier analysis to analyze two-dimensional shapes, focusing in particular
on shapes corresponding to the edge of a lake. We study the morphometry of the edge
through a Fourier decomposition of the shape and propose an algorithm for calculating the
area enclosed by the edge.

Keywords: Morphometry, area, level, edge geometry, statistical analysis.
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1. Introduccion

Si consideramos formas bidimensionales estas con-
sisten en muchos casos de contornos de una tnica
curva cerrada. Si no es el caso, la forma se puede
dividir en varias curvas cerradas, ademds formas que
se representan con curvas abiertas se pueden cerrar.
En este trabajo nos centraremos en curvas cerradas
individuales. Siguiendo la presentacion de [5], descri-
biremos formas correspondientes a curvas cerradas
como una funcién periddica compleja.

Generalmente, la funcién no tiene una expresion
andlitica conocida, en lugar de eso solo disponemos
de una discretizacion, es decir, un conjunto de puntos
finitos cuyas coordenadas pertencen a la forma que
define el contorno. Este esquema puede tratarse como
una funcién compleja periddica discretizada. Por lo
tanto, es posible realizar un anélisis de Fourier de los
datos utilizando la transformada discreta de Fourier.

El andlisis de Fourier es una rama de las matemadticas
que estudia como las funciones pueden ser represen-
tadas o aproximadas por sumas de funciones trigo-
nométricas simples (senos y cosenos). Esta técnica
es fundamental en diversos campos como la fisica,
la ingenieria, el procesamiento de sefiales y muchas
otras dreas.

1.1 Serie de Fourier

La serie de Fourier permite descomponer una funcién
periddica f(¢) de cualquier periodo 7', en una suma
infinita de senos y cosenos:

fl)= “0+g [ancos (27;;11) + by, sin (27;””
(D

donde:
= g es el valor promedio de la funcién.

= a, y b, son los coeficientes de Fourier, que
determinan la amplitud de las componentes
Seno y coseno.

= @ es la frecuencia fundamental.

Los coeficientes de Fourier se calculan mediante las
siguientes férmulas:

1 T
ap = ?/O f(t)de

2 (T 27t
an:?/o f(t)cos( z,n)dt

by = ;/()Tf(t)sin (27;’”> dt

donde T es el periodo de la funcién.

1.2 Transformada de Fourier

La transformada de Fourier extiende el concepto de
la serie de Fourier a funciones no periédicas. Trans-
forma una funcién del dominio del tiempo f() al
dominio de la frecuencia F (o):

Flo) = [ Z Fl)e ™ di

donde i es la unidad imaginaria.

La transformada inversa de Fourier permite recuperar
la funcién original del dominio de la frecuencia al
dominio del tiempo:

1 /= .
0= /_ F(0)d” do.

2. Estudio de formas bidimensionales

Se puede utilizar una funcién exponencial para des-
cribir un circulo en el plano complejo. La funcién
es

ae’® = a(cos(0t) + isen(61))

es decir, un circulo centrado en el origen con radio a.
Si a es complejo, el circulo tendra radio |al.

La parametrizacién compleja del circulo puede ser
modificada para describir una elipse. En ese senti-
do, distinguimos en una elipse su eje menor y su eje
mayor, el de mayor longitud, estos ejes son ortogo-
nales. En el conjunto de todas las elipses posibles,
los circulo forman el subconjunto de elipse con ejes
de igual longitud. Para convertir un circulo en una
elipse, simplemente cambiamos la longitud de un eje,
para a # b # 0, tenemos que

acos(0t) +ibsin(6t)),
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elegimos r; = (a+b)/2, r, = (a — b) /2 entonces

(ri+r2)cos(01) + (r1 —r2)(isin(6t))

— rletel_’_rze—zet'

Si ry,ry € Ry multiplicamos la ecuacién por un com-
plejo z entonces obtenemos una rotacion de la elipse
de dngulo arg(z), ademds si sumamos un complejo zo
a la ecuacion obtenemos una elipse cuya interseccién
de sus ejes principales estd en zg en lugar del origen.
Por lo tanto, la expresion general de una elipse es
descrita por la ecuacién rye’® + re 0 1 7, donde
ri,r,z0 € C.

(Como se relacionan el modelado de formas, las
elipses representadas como funciones compleja y el
andlisis de Fourier?

La serie de Fourier para una funcioén periddica f dada
por (1), se puede escribir en forma compleja por el
desarrollo

f6)=Y e 2)

[=—oc0

donde los coeficientes estan dados por

L
cl:—/ e T f(r)dr. 3)
T Jo

En la representacion de Fourier de f si reagrupamos
los coeficientes tenemos

oo

=5 (0 4 %)

=0

es decir, la funcién f es representada por una suma
de elipses representadas en forma compleja, vemos
que en el andlisis de Fourier una funcién compleja
periddica da como resultado una suma de elipses. La
curva se genera como la suma de elipses en distintas
frecuencias o niveles de detalle.

Los componentes de la transformada de Fourier per-
miten la representacion de la forma con un nivel de
detalle dado por el rango de frecuencias. Las bajas
frecuencias representan la estructura gruesa de un
objeto, mientras que las frecuencias mds altas afaden
los detalles. Una determinada frecuencia depende de
todas las frecuencias siguientes para aproximarse a
una forma. El centro de gravedad u origen de la forma
Se muestra como un punto.

2.1 Transformada discreta de Fourier

La transformada discreta de Fourier (en adelante,
TDF) es una aproximacion a los coeficientes de la
serie de Fourier ¢; , describimos un bosquejo de su
derivacion.

En aplicaciones practicas, f(z) estd dada por un
conjunto de muestras, en el momento k se deno-
ta fr = f(t). Suponemos que f es una tabla de
N muestras obtenidas a lo largo del intervalo T en
puntos de tiempo igualmente espaciados #; = kAf,
k=0,...,N—1y At =T/N. En intervalos fuera del
elegido, se supone que la funcién se repite una exten-
sion periddica de f.

La integral (3) que define los ¢, se puede aproximar
utilizando la regla del trapecio,

1T —i] 2z
clz—/ e T f(t)dt
T Jo

27nty, 27nty g

AN T f) e T ften))
Nk:o 2
LRS-
Y Y e N F ().
k=0

Si definimos f () la TDF esta dada por,

1 N—1 )
Z e—Zﬂllk/ka (4)

k=0

B:

y su inversa por

N—-1

=Y AN
k=0

Es posible realizar un andlisis de Fourier de los da-
tos de una forma utilizando la TDF. Un cédigo en
MATLAB sencillo a partir de la ecuacion (4) es el
siguiente

= 1/Nxexp (-2+xpixixl*k’ /N) «£;

f = complex (xCoordinates, yCoordinates);
N = length(f);

k= 0:N - 1;

J = 0:N - 1;

F

F

ahora tiene los coeficientes de Fourier F; de la
forma f. Ahora intentemos relacionarlos con los co-
eficientes de Fourier ¢; de las ecuaciones (2) y (3). El
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c_3 c_2 c_1

Tabla 1. Relacién entre la transformada discreta y los coeficientes de Fourier

primer coeficiente, Fy, es el resultado de establecer
Jj =0, lo que reduce la ecuacién TDF a

N—1 _
Fo=1/NY fi=F.
k=0

El primer componente es claramente el centroide de
los puntos en f, es decir, Fop = cp. La Tabla 1 muestra
las correspondencias.

El orden, aparentemente extrafio, es el resultado de la
sumatoria de la TDF de 0 a N — 1. Esto es equivalente
a considerar el rango de la definicion de transformada
de Fourier en (—oo,o0) truncado entre —N/2+ 1 :
N/2 (N par). Las frecuencias fuerade 0 a N/2 — 1 se
pliegan y vienen como las frecuencias negativas. Este
efecto se llama solapamiento, (en inglés, aliasing). Se
prefiere el rango 0 a N — 1 ya que maneja un nimero
par o impar de puntos de manera similar, dado que
el primer coeficiente Fj siempre serd una traslacién
pura.

La transformada de Fourier de f consta del centroide
de f juntos con coeficientes [¢;,c_;] de una serie de
elipses de frecuencia creciente, ver Tabla 1.

3. Aplicaciones al estudio de la
morfologia de lagos

En la tesis de Jurado [4] se realiza un estudio de la
morfometria de un conjunto de lagos de la regién
europea de los Pirineos. Entre las caracteristicas estu-
diadas en la tesis tenemos la forma del contorno. El
autor define el contorno del lago de manera operativa,
esto es, utiliza la linea en el mapa, o en la batimetria,
como representacion de la costa o limite del lago.
Cuanto menor sea la pendiente de la franja litoral de
un lago, mayor es la probabilidad de que pequefias
variaciones en el nivel de la superficie del agua del
lago lleguen a traducirse en cambios significativos en
el tamafio y la forma de su contorno.

El autor obtiene los contornos a partir del tratamien-
to de imagenes que contienen la cuenca de estudio.
Los contornos son obtenidos por binarizacién de la
imagen, lo que permite la segmentacion del borde.

Los coeficientes de Fourier sirven como una descrip-
cién abreviada de la forma del contorno de un lago.
Esta técnica es utilizada para el andlisis de los lagos
pirenaicos, para la mayoria se obtiene un ajuste acep-
table con los primeros 12 a 24 arménicos, debido
a que sus contornos suelen tener una irregularidad
moderada. Ver Figura 1 para un ejemplo, en este el
gréfico de la columna izquierda corresponde al lago
original, el primer contorno se ha construido a partir
tinicamente del primer arménico de Fourier; el segun-
do contorno, a partir de los dos primeros armoénicos,
y asi sucesivamente hasta llegar a la aproximacién
final del borde del lago, la cual estid basada en 32
armoénicos, y que aparentemente es un buen ajuste al
original.

NSNS
ENSNANTNRNY
INUNURRNRNY
INANENRNINY

Figura 1. Reconstrucciones del contorno del Lago Mar
de Valarties (Garona, Val d’Aran) a partir de los
coeficientes de Fourier. Fuente: Jurado [4]

FARAUTE Ciens. y Tec., 13(1-2)2018 63



Dos aplicaciones del analisis de Fourier al estudio de Formas.

José R. Leon y col.

4. Area de regiones cerradas

Sea Q un dominio en el plano complejo z y sea f
una funcidn analitica y biunivoca en Q. Entonces, f
define una aplicacién de Q sobre un dominio Q en el
plano w. Las siguientes propiedades son consecuen-
cias directas del supuesto biunivoco:

1. f'(z) #0,z€ Q.

2. La funcién f tiene una inversa f~!, de modo
que cada punto w € Q puede relacionarse con
un tinico punto z € © por medio de z = ! (w).

3. La aplicacién se caracteriza por la propiedad
geométrica de que si ¥;, ¥ son dos arcos di-
ferenciables que se cortan en un punto zp € Q
y forman alli un dngulo o, entonces el angu-
lo formado por las im4genes de 7, y 7 en el
punto wo = f(zo0) es nuevamente . Es decir,
la aplicacién preserva dangulos.

Una aplicacién que satisface la propiedad de con-
servacion de dngulos en un punto zg se dice que es
“conforme” en zg. Una aplicacion f que satisface las
propiedades anteriores se dice que es una “aplicacion
conforme de Q sobre Q.

Transformaciones conformes. Sea f : D C C — C
una aplicacién holomorfa, inyectiva de D a un con-
junto E contenido en la imagen de f. Sea ¢ (x,y) una
funcion real valuada, identificamos ¢ (x,y) = ¢(z)
que estd definida en D. Definimos,

y(w) =9 (f~ (W) = @ x(u,v),y(u,)).

La funcién y es la transformacién conforme de ¢
bajo f.

El siguiente teorema permite el cdlculo de integrales
de ¢, ver Henrici [2], pag 339.

Teorema 1 Si y es la transformacion conforme a
través de w = f(z), entonces

/ ¢ (z)dxdy = / v(w)|f () *dudy.
D E

Demostracion. Por la identificacion ¢(z) = ¢(x,y),
usamos el teorema de cambio de variables en su for-
ma real,

| #teyyasay= [ w(w)'

2 dudv - (5)
A%

O(x
O(u,

)
)

S(x,y)
donde ()

aplicacién w — f~!(w). Las ecuaciones de Cauchy-
Riemann aplicadas a f~! implican,

‘ 8(x,y)
&(u,v)

es la expresion del Jacobiano de la

2

— ‘f[—l}'

ver [1] ecuacidn (72), al sustituir en la integral (5)

/EI[/(W) ‘ gg’j; ‘dudv = /E y(w) ’f[fl]llzdudv

Aplicacion al calculo del area. Si ¢ = 1, el drea de
D, viene dada por

A(D) :/Ddxdy.

Si utilizamos la expresion de la integral dada por
el teorema anterior, suponiendo que E es el disco
unitario y g(w) = f~!(w), al desarrollar en serie de
potencia g (en el circulo), se obtiene la expresion de
la serie de Fourier

g(w) =bo+biw+byw’ +---

tal que la serie g’ converge para |w| < 1. En coorde-
nadas polares la integral estd dada por la expresién

1 2r .
AD) = [ dp [ I¢'(pe®)Pae
0 0

desarrollando |g’(pe'®)|? e integrando se obtiene

le
A(D)=2n /O Y. bibp™dp
k=1

2
A(D) =7 Y klbi|?,
k=1
esto permite enunciar el siguiente teorema.

Teorema 2 Bajo las condiciones del teorema 1. Se
tiene la formula,

AD) =1y klby|*.
k=1

La existencia de una aplicaciéon conforme entre el
dominio D y el disco unitario E estd garantizada por
el célebre teorema de la aplicacién de Riemann. El
cual se incluye para claridad del lector.
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Teorema 3 (Aplicacion de Riemann) Cualquier
dominio simplemente conexo L, cuya frontera
consiste en mds de un punto, puede aplicarse
conformemente al disco unitario E :={z: |z| < 1}.
Es decir, para a € D existe f tal que

/
fla)=0yf(a)>0
y toma exactamente un vinico valor en el disco E.
En el siguiente ejemplo escribimos para el dominio
D encerrado por la elipse de ecuacion,

x2 y2 .
la correspondencia conforme con el disco E. Para
este fin, definimos la transformacidon de Joukowski,

z:aw—i-% =ow+Pw,donde z=x+iyyw=u+iv
e=xtiy=(a+Butila—p)y

ahora si w € SE entonces u* +v?> = 1, por lo tanto

X2 y2

(@B (@—PB)2
a=(a+PB),b=(c—p).

Se define g : E — D por

gw) =

aw+é.
w

Para desarrollar la serie de potencia de la funcién g,
consideramos la funcién 1/w y la escribimos como
una serie geométrica,

€\~

S

gMS
—
=
|

al sustituir en la expresién que define a g, obtenemos

Yy (;)en

n=0k=0
= cotcyw+ -+ W'

+ZZ<)

j=n+1k=0

ch-i-f

donde co =fB(n+1), ¢;
rak=2,...,n

Para aplicar el método de célculo de drea a dominios
discretizados que representen, por ejemplo, contornos
de lagos, necesitamos disponer de la funcién g = f~!.
En este caso es necesario obtener aproximaciones
numéricas de g. Un estudio comparativo de métodos
para aproximar g se encuentra en M. Badreddine [3].

5. Aproximacidon numérica a g via
nucleo Szego

Introducimos a continuacién el algoritmo de aproxi-
macioén a g, ver dpendice C en Baricco et. al. [1]. Sea
g el polinomio,

m—1 )
w) = Z ciw’.
=0

Denotamos por z(f) una parametrizacién de la fron-
tera de D, t € [0, B], por ejemplo podemos utilizar
la expansién de Fourier de D que obtuvimos en la
seccién 2.1.

Algoritmo

P1 Definimos n puntos equidistantes en el circulo
unitario 0; = 2mij/m.

P2 Calculamos los valores de los pardmetros
6-1(6;), utilizando la aproximacién de New-
ton,

(k+1)

calculamos 8(t ](k)) de la ecuacién

2n
S(a,a)

o) = 19%(1)]

con S(a,a) = [F [V2(r)|dr donde Y (1) y Q(1),
satisfacen la relacién

Y(t) +/Oﬁ k(t,s)dt =

P3 Obtenemos preimagenes de los puntos equidis-
tantes sobre el circulo

2(tj) = £ ().

Q(t), t €10,B].
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P4 Calculamos los coeficientes ¢y, tal que g inter-
pola f~! en los puntos e2%i/™

2r . .
= / g(e'e)ef’lede
0

y esto puede hacerse a través de la TDF.

6. Conclusiones

En este trabajo presentamos dos métodos para el es-
tudio del borde de un lago. El primero descompone
en formas sencillas, a través de la descomposicién
eliptica de Fourier el borde, separando en arménicos
que se aproximan a la forma original y que posible-
mente contengan informacién sobre los cambios de
la forma en el tiempo. El segundo método presenta un
algoritmo para calcular el drea del borde, utilizando
la aproximacidn de la aplicacién de Riemann por una
descomposicién de Fourier. Para trabajos futuros pro-
ponemos desarrollar e implementar algoritmos que
utilicen estos métodos de manera que nos permitan
analizar cambios temporales en el borde del Lago de
Valencia.
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