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Resumen
En este trabajo resolvemos numéricamente y mediante el método de aproximación uniforme
las ecuaciones de las perturbaciones escalares y tensoriales para el modelo inflacionario α–
attractor. Este modelo inflacionario ha cobrado gran importancia porque permite describir tanto
la expansión acelerada inicial del universo durante la época inflacionaria como la expansión
acelerada actual, utilizando el mismo potencial. Una vez calculados los observables, conclui-
mos que el método de aproximación uniforme ofrece resultados excelentes en comparación
con la integración numérica.
Palabras Claves: Perturbaciones cosmológicas inflacionarias, Espectros de potencias escalar
y tensorial, modelo inflacionario α–attractor.

Study of the α–attractors Inflationary Moden Using Semiclssical Methds

Abstract
In this work, we solve the equations for scalar and tensor perturbations for the α–attractor
inflationary model both numerically and using the Uniform Approximation Method. This
inflationary model has gained great importance because it allows us to describe both the
initial accelerated expansion of the universe during the inflationary epoch and the current
accelerated expansion, using the same potential. Once the observables are calculated, we
conclude that the uniform approximation method provides excellent results in comparison to
numerical integration.

Keywords: Inflationary cosmological perturbations, scalar and tensor power spectra, α–
attractor inflationary mode.
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1. Introducción

En este trabajo estudiamos el modelo inflacionario α–
attractor usando el método de aproximación uniforme
[1–7]. Estos métodos de aproximación semicásicos
han sido utilizado ampliamente en los últimos años
para estudiar las perturbaciones cosmológicas [1–8].
El modelo inflacionario α–attractors posee una gran
relevancia actualmente ya que establece una justifi-
cación teórica entre la época inflacionaria y la ace-
leración cósmica tardı́a, permitiendo describir tanto
la inflación como la dinámica de la energı́a oscura
usando un sólo potencial V (ϕ) [9, 10].

Cuando la inflación es producida por un campo esca-
lar homogéneo, la ecuación dinámica para el inflatón
ϕ está dada por la ecuación,

ϕ̈(t)+3Hϕ̇(t)+
∂V (ϕ)

∂ϕ
= 0, (1)

donde el punto significa derivada respecto al tiem-
po t. La evolución del parámetro de Hubble H(t) =
ȧ(t)/a(t), donde a(t) es el factor de escala, está dada
por la ecuación de Friedmann, en unidades de Planck
MPl = 1,

H2 =

[
1
2

φ̇
2 +V (φ)

]
. (2)

Una vez que se resuelven las ecuaciones de movi-
miento el siguiente paso es construir la ecuación de
las perturbaciones escalares. Las perturbaciones es-
calares uk en un universo dominado por un campo
escalar φ satisfacen la ecuación diferencial [11],

u′′k +
(

k2 −
z′′S
zS

)
uk = 0, (3)

donde la prima indica derivada con respecto al tiempo
conforme η =

∫
dt/a y zS = aφ ′/H con H = a′/a.

Para las perturbaciones tensoriales, introducimos la
función vk = ah, donde h representa la amplitud de
la onda gravitacional. Las perturbaciones tensoriales
obedecen una ecuación diferencial de segundo orden
análoga a la Eq. (3),

v′′k +
(

k2 − a′′

a

)
vk = 0. (4)

Las soluciones de la Ecs. (3) y (4) exhiben el siguien-
te comportamiento asintótico,

uk →
1√
2k

e−ikη , −kη → ∞, (5)

para escalas de longitud menores que el horizonte de
Hubble y

uk → Ak zS, −kη → 0, (6)

para escalas mayores que el horizonte de Hubble.

Una vez que se resuelve las Es. (3) y (4) para dife-
rentes valores del momento k, se puede calcular el
espectro de potencias para las perturbaciones escala-
res y tensoriales a través de la relación,

PS(k) = lı́m
kt→∞

k3

2π2

∣∣∣∣uk(t)
zS(t)

∣∣∣∣2 , (7)

PT(k) = lı́m
kt→∞

k3

2π2

∣∣∣∣vk(t)
a(t)

∣∣∣∣2 . (8)

El ı́ndice espectral para las perturbaciones escalares
está definido por [12],

nS(k) = 1+
dlnPS(k)

dlnk
. (9)

Finalmente la relación la relación entre el espectro
de potencias tensorial y escalar está dado por,

r(k) = 8
PT(k)
PS(k)

. (10)
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2. Métodos y Resultados

2.1 El Método de Aproximación Uniforme

Para aplicar el método de aproximación uniforme se
debe escribir las Ecs. (3) y (4) en el tiempo fı́sico t y
de la siguente forma,

Ük +RS(k, t)Uk = 0, (11)

V̈k +RT(k, t)Vk = 0, (12)

donde

RS(k, t) =
1
a2

[
k2 − (ȧżSaz̈S)a

zS

]
+

1
4a2

(
a2 −2aä

)
, (13)

RT(k, t) =
1
a2

[
k2 −

(
ȧ2 +aä

)]
+

1
4a2

(
a2 −2aä

)
, (14)

adicionalmente U(k) satisface las condiciones
asintóticas,

Uk → Ak
√

a(t)zS(t), kt → ∞, (15)

Uk →
√

a(t)
2k

exp [−ikη(t)], kt → 0,

(16)

las condiciones asintóticas (15) y (16) también se
cumplen para Vk.

Queremos obtener una solución aproximada de las
ecuaciones diferenciales (11) y (12) en términos de
las soluciones conocidas wS(ρS) y wT(ρT) de la ecua-
ción de comparación [2, 3, 13, 14],

d2wS(ρS)

dρ2
S

+ rS(ρS)wS(ρS) = 0, (17)

d2wT(ρT)

dρ2
T

+ rT(ρT)wT(ρ) = 0, (18)

donde rS(ρS) se elige de manera similar a RS(k, t) y
rT(ρT) se elige de manera similar a RT(k, t), con el
mismo número de ceros, de modo que las soluciones
de las ecuaciones (17) y (18) sean conocidas..

Las funciones U(k, t) y V (k, t) también deben ser
similares a wS(ρS) y wT(ρT), y pueden relacionarse
mediante [13],

Uk(k, t)≈
{

rS [ρS(k, t)]
RS(k, t)

}1/4

wS [ρS(k, t)] , (19)

Vk(k, t)≈
{

rT [ρT(k, t)]
RT(k, t)

}1/4

wT [ρT(k, t)] . (20)

La condición de validez para que las Ecs. (19) y (20)
sean una buena solución está dada por,

∣∣∣∣∣ 1
RS,T(t)

(
dρS,T

dt

)
d2

dt2

(
dρS,T

dt

)1/2
∣∣∣∣∣≪ 1. (21)

Las Ecs. (19) y (20) proporcionan una aproximación
uniforme para Uk(k, t) y Vk(k, t) en todo el rango de
t, incluyendo los puntos de retorno.

El objetivo es encontrar una solución aproximada
para las ecuaciones diferenciales (11) y (12) en una
región donde Q2

S(k, t) y Q2
T(k, t) tienen una raı́z sim-

ple en tret = τS y tret = τT, respectivamente, de modo
que Q2

S,T(k, t) > 0 para 0 < t < tret y Q2
S,T(k, t) < 0

para t > tret. Una función de comparación adecuada
es rS(ρ) = ±ρS y rT(ρ) = ±ρT, por lo que existen
dos casos:

a) En la región permitida clásicamente, Q2
S,T(k, t)>

0, elegimos rS,T(ρS,T) = ρS,T y las ecuaciones
de comparación a resolver son,

d2wS

dρ2
S
+ρS,wS = 0, (22)

d2wT

dρ2
T

+ρTwT = 0. (23)

Las ecuaciones (22) y (23) corresponden a la ecua-
ción de Airy, la cual tiene dos soluciones indepen-
dientes Ai(−ρS,T) y Bi(−ρS,T) [15]. La relación de
mapeo está dada por [13],

dρS,T

dt
=
[
Q2

S,T(k, t)ρS,T
]1/2

. (24)
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Uk(k, t) =

[
ρ l

S(k, t)
Q2

S(k, t)

]1/4{
C1Ai[−ρ

l
S(k, t)]+C2Bi[−ρ

l
S(k, t)]

}
,

(25)

Vk(k, t) =

[
ρ l

T(k, t)
Q2

T(k, t)

]1/4{
C1Ai[−ρ

l
T(k, t)]+C2Bi[−ρ

l
T(k, t)]

}
,

(26)
2
3
[
ρ

l
S,T(k, t)

]3/2
=

∫ tret

t

[
Q2

S,T(k, t)
]1/2

dt, (27)

donde C1 y C2 son dos constantes que deben deter-
minarse con la ayuda de las condiciones de frontera
(16).

En el lı́mite kt → ∞, se emplean las fórmulas asintóti-
cas [15],

Ai(−ρ) ∼ π
−1/2

ρ
−1/4 sin

(
2
3

ρ
3/2 +

π

4

)
,

(28)

Bi(−ρ) ∼ π
−1/2

ρ
−1/4 cos

(
2
3

ρ
3/2 +

π

4

)
,

(29)

se encuentra que C1 =
√

π

2 ,e
−iπ/4 y C2 =

√
π

2 ,e
iπ/4.

b) En la región prohibida clásicamente, Q2
S,T(k, t)<

0, elegimos rS,T(ρS,T) = −ρS,T y resolvemos
las ecuaciones de comparación,

d2wS

dρ2
S
−ρS wS = 0, (30)

d2wT

dρ2
T

−ρT wT = 0. (31)

Las ecuaciones (30) y (31) tienen la forma de la ecua-
ción diferencial de Airy, la cual posee dos soluciones
independientes Ai(−ρS,T) y Bi(−ρS,T) [15]. La rela-
ción de mapeo está dada por [13],

dρS,T

dt
=
[
−Q2

S,T(k, t)ρS,T
]1/2

. (32)

Las soluciones aproximadas para las ecuaciones dife-
renciales (11) y (12) son

Uk(k, t) =
[
−ρ

r
S(k, t)Q

2
S(k, t)

]1/4×
{C1Ai[ρ

r
S(k, t)]+C2Bi[ρ

r
S(k, t)]} , (33)

Vk(k, t) =
[
−ρ

r
T(k, t)Q

2
T(k, t)

]1/4×
{C1Ai[ρ

r
T(k, t)]+C2Bi[ρ

r
T(k, t)]} , (34)

2
3
[
ρ

r
S,T(k, t)

]3/2
=
∫ t

tret

[
−Q2

S,T(k, t)
]1/2

dt. (35)

Para el cálculo del espectro de potencias es necesario
tomar el lı́mite k, t → ∞ de las soluciones (33) y (34).
En este lı́mite se tiene,

Ai(ρ) ∼ π−1/2

2
ρ
−1/4 exp

(
−2

3
ρ

3/2

)
, (36)

Bi(ρ) ∼ π
−1/2

ρ
−1/4 exp

(
2
3

ρ
3/2

)
. (37)

Finalmente,

uua
k (t)→ C√

2a(t)

[
−Q2

S(k, t)
]−1/2×{

1
2

exp
(
−
∫ t

τS

[
−Q2

S(k, t)
]1/2

dt
)

+ i exp
(∫ t

τS

[
−Q2

S(k, t)
]1/2

dt
)}

, (38)

vua
k (t)→ C√

2a(t)

[
−Q2

T(k, t)
]−1/2×{

1
2

exp
(
−
∫ t

τT

[
−Q2

T(k, t)
]1/2

dt
)

+ i exp
(∫ t

τT

[
−Q2

T(k, t)
]1/2

dt
)}

, (39)
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donde C es un factor de fase. Utilizando la parte
creciente de las soluciones (38) y (39), se pueden
calcular los espectros de potencias escalar y tensorial
empleando el método de aproximación uniforme,

Pua
S (k) = lı́m

−kt→∞

k3

2π2

∣∣∣∣uua
k (t)

zS(t)

∣∣∣∣2 , (40)

Pua
T (k) = lı́m

−kt→∞

k3

2π2

∣∣∣∣vua
k (t)
a(t)

∣∣∣∣2 . (41)

2.2 El modelo

Uno de los potenciales propuestos para este tipo de
inflación está dado por un modelo α–attractor que
tiene la siguiente forma [9],

V (ϕ) = λ e
−n tanh

(
ϕ√
6α

)
, (42)

donde n y α son parámetros adimensionales, y n
depende de α de la siguiente manera: n = κ,

√
6α .

Los parámetros n y α son fijados por Saló en n = 124
y α = 10−2 [9].

La forma de este potencial puede ser observada en la
Figura 1,

Figura 1. Potencial para el modelo inflacionario
α–attractor.

2.3 Resultados

En esta sección se compara la solución numérica para
el ı́ndice espectral escalar nS(k) y la relación tensor
– escalar r(k) con el resultado obtenido usando la
aproximación uniforme, lo que se puede observar en
la Tabla 1.

Método nS(k) Error relativo r(k) Error relativo

Numérico 0,960653 – 4,29×10−5 –
Aproximación uniforme 0,960664 1,14×10−5 4,28×10−5 2,33×10−3

Tabla 1. Comparación de los valores para nS(k), r(k), y sus errores relativos, obtenidos numéricamente y
usando el método de aproximación uniforme para el modelo inflacionario α–attractor.

3. Conclusiones

En este artı́culo se propone el método de aproxima-
ción uniforme como un método novedoso para cal-
cular el espectro de potencias escalar PS(k) y tenso-
rial PT(k) para el modelo inflacionario α–attractors,
ası́ como los observables: el ı́ndice espectral esca-
lar nS(k) y la relación tensor–escalar r(k). Con la
aproximación uniforme se obtuvo el ı́ndice espectral
escalar nS(k) con un error relativo del orden de 10−5

y para la relación tensor–escalar r(k) se obtuvo un
error relativo del orden de 10−3, respecto al resultado
numérico. En base a estos resultados se puede afirmar
que la aproximación uniforme es un método eficiente
para estudiar las perturbaciones tanto escalares como
tensoriales en cosmologı́a inflacionaria.
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