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Control de un pndulo invertido basado en un modelo reducido

Anna Patetg Ifaki Aguirre, Héctor Sanchez

Escuela de Ingenieria de Sistemas, Facultad de Ingenibniversidad de Los Andes, Mérida, Venezuela.

Resumen.-

El presente trabajo tiene como objetivo general presemamétodo para desacoplar modelos de sistemas,
permitiendo este realizar una reduccion de modelo. Laidiadide este método es poder disefiar leyes de control
mas simples basadas en dicho modelo reducido. Para miasti@idacion y el desempefio de una ley de control
sencilla, diseflada basandose en un modelo reducidonsewgd un péndulo invertido sobre dos ruedas utilizando
la plataforma Lego Mindstorms NX®. En este trabajo el modelado del péndulo construido seasasando el
método de Lagrange, sin embargo para la obtencion del Imaigé sistema se puede utilizar cualquier técnica
de modelado. El modelo de orden reducido se plantea para étlmao lineal, no obstante la reduccion de
modelo aqui propuesta se puede aplicar a modelos lins#egyre y cuando este modelo se pueda desacoplar. Los
resultados demuestran que la ley de control sencilla, lealaipara el modelo reducido, presenta buen desempefio
al ser implementada sobre el sistema real construido.
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Control of an Inverted Pendulum based on a Reduced Model

Abstract.-

The general objective of this paper is to show a method to wpleosystem models, allowing this to obtain a
reduced model. Based on the reduced model, simple conivsliteay be designed. To show the simple control law
(computed based on the reduced model) validation and peafuce, an inverted pendulum mounted on two wheels
was built using the Lego Mindstorms NX&platform. In this work, the inverted pendulum is modelechgsihe
Lagrange method; however any modeling technique may betosatain the system model. The reduced model
is given for the no linear system model; nevertheless théodeatinay be well applied to linear models, if they may
be uncoupled. The results show the validation and good eéace of the implemented simple control law on the
built inverted pendulum.

Keywords: Control, modeling, inverted pendulum, Lego mindstorms MXT

(modelo) que capture la dinamica del sistema real
Recibido: octubre 2010 y la sencillez de dicha representacion, que se debe
Aceptado: marzo 2011 mantener para lograr que el objetivo de control se

cumpla a través de un disefio relativamente simple.

1. INTRODUCCION Los péndulos invertidos constituyen un banco

Uno de los pasos mas importantes dentro de I8¢ Pruebas completo e interesante para la in-
ingenieria de control es el modelado matematicgenieria de control. Uno de los mas estudiados
del sistema que se desea controlar. Existe un b4€ esta familia de artefactos es el denominado

lance, entre una buena representacion matematifgndulo invertido sobre un vehiculo. Este consiste
en un péndulo o varilla que gira libremente por uno

*Autor para correspondencia de sus extremos mediante una articulacion situada
Correo-e:apatete@ula.ve (Anna Patete) sobre un vehiculo o sistema movil, que se mueve
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sobre una guia rectilinea horizontal bajo la accioel problema de control consiste en mantener el
de unafuerz&. Esta fuerza es la accion de controlpéndulo en la posicion vertical. En la seccion
con la que se pretende actuar sobre la posicion & se obtiene el modelo matematico del sistema
la varilla [1]. que representa al sistema real (sistema de cuarto

El péndulo invertido es un sistema inestable, yarden), y se explica el procedimiento para ob-
gue puede caer en cualquier momento a menos qtener el modelo mateméatico de orden reducido
se apligue una fuerza de control adecuada [2]. (modelo de segundo orden). Luego en la seccion

Desde antes de los afios 70 se han realiz4 se presenta la implementacion de la ley de
do varios proyectos con péndulos invertidos. Acontrol disefiada basada en el modelo reducido,
continuacion, se hace una breve resena de variogostrandose los resultados tanto simulados como
proyectos de péndulos invertidos sobre dos rueddss implementados. Las conclusiones alcanzadas
realizados o construidos hasta los momentos. son mencionadas al final del trabajo.

Los investigadores [3] del Laboratorio de Parte de este trabajo fue presentado en las 5tas
Electronica Industrial del Swiss Federal InstituteJornadas de Ingenieria Eléctrica [12].
of Technology (EPFL), construyeron un prototipo
de un vehiculo de dos ruedas basado en un péndylo  PENDULO INVERTIDO SOBRE DOS
invertido llamado Joe, al cual le colocaron pesos RUEDAS
en la varilla del péndulo para simular el peso de
un ser humano en baja escala [3]. Sherman en 2!
2003, construy6 el péndulo invertido sobre dos
ruedas llamado Balibot [4]. Anderson en el 2003
construyd un robot de balanceo sobre dos rued:
denominado nBot [5]. En el mismo afio Ooi,
como proyecto de final de carrera en la escuela ¢
Ingenieria Mecéanica de la Universidad de Wester
Australia, realiz6 la construccion de un péndulc
invertido sobre dos ruedas [6].

También se han construido péndulos invertido:
sobre dos ruedas utilizando la plataforma Legc
Mindstorms, los cuales fueron tomados como
punto de referencia para la realizaciobn de este Figura 1: Péndulo invertido sobre dos ruedas
trabajo: Hassenplug, construy6 un robot péndulo
invertido sobre dos ruedas llamado Legway [7].

Hurbain’s, construyo el NXTway [8]. Watanabe, En esta seccion se mencionan las principales ca-
de la Universidad de Waseda en Japon, consacteristicas del péndulo invertido sobre dos ruedas
truyd el NXTway-G [9]. Yamamoto en el 2008, construido utilizando las piezas Lego Tecl®ic
construyd el NXTway-GS, el cual balancea ymostrado en la Figura 1. Se tom6 como plano
ademas desplaza el robot con la utilizacion de uinicial de construccion el propuesto por [10].
control remoto [10]. El bloque programable NXT, el cual contiene un

En este trabajo se muestra el efecto de unmicrocontrolador ARM7 de 32 bits con memoria
ley de control comunmente utilizada, un con-flash es el controlador, es decir, es el elemento
trolador PID, disefiada basandose en un majue contiene y ejecuta los programas realizados
delo reducido de péndulo invertido sobre unaen un computador, y éstos permiten que un robot
plataforma movil [11]. Para ello, en la seccionMindstormsse muevay pueda realizar diferentes
2 se muestra primeramente la construccion dedperaciones [13].
péndulo invertido sobre dos ruedas utilizando la El sensor giroscopico NXT Gyro de Hitech@c
plataforma Lego Mindstorms NXT, en el cual, detecta velocidad angular y retorna un valor
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gue representa el nUmero de grados de rotacion
por segundo, de la misma forma que indica
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Tabla 1: Parametros del Sistema

la direccion de rotacion. El sensor Gyro puede par.

medir rotacion en una escala de 36Gon é&l, se
pueden construir y controlar robots que se pueden m
balancear, donde la medicion de la rotacion es R
esencial [14].

Los servomotores de corriente DC son los

Descripcion Unidad
g aceleracion de la gravedad ,8m/ s

masa de la rueda ,@B3kg

radio de las ruedas ,04m

actuadores, estos estan construidos en base a unav

gran cantidad de engranajes interriestos pueden
rotar hasta alcanzar 1if@m (revoluciones por
minuto), trabajan en un rango d&V a +9V y
tienen un peso de §Q8].

3. MODELADO Y REDUCCI ON DE MO-
DELO

Leosg

Re

A 4

Figura 2: Vista lateral del péndulo invertido sobre doslase

En esta seccion se presenta el modelado ma-

Jn momento de inercia de Ias@kg.m2
ruedas
masa del cuerpo del péndulo ,6Kg

H altura del cuerpo del péndulo ,1814m

L distancia del centro de masa al %m
eje de las ruedas

J,  momento de inercia del pt’a'ndu—""Tszg.rn2
lo

jm momento de inercia del motor10-°kg.n?
DC

Para obtener las ecuaciones de movimiento de
Lagrange es necesario definir las coordenadas
generalizadas del sistema, asi como el lagrangiano.

Las coordenadas generalizadas del sistema son:
0. Angulo de rotacion de las ruedas,
¢ Angulo de inclinacion del cuerpo del pendulo,

(x,yi): Posicion de la rueda izquierda,
(Xd,Ya): Posicion de la rueda derecha,
(Xm,ym):  Posicion del péndulo invertido.

El sistema de coordenadas bidimensional sobre
el cual se elabora el modelo esta describe a
continuacion.

Para la rueda izquierda:

(%, y) = (% y) = (RO,R) (1)
Para la rueda derecha:
(Xd, Ya) = (%, %) = (RO, R) (2)

tematico del sistema fisico construido en la Sec-

cion 2 y se toma como referencia el modelo
utilizado por [10]. En la Figura 2, se muestra la

vista lateral y el sistema de coordenadas sob

La posicion del péndulo invertido dada por

resté vinculada con la posicion de sus ruedas, por

el cual se elabora el modelo mateméatico para e
péndulo invertido sobre dos ruedas. En la Tabla 1
se muestran los parametros fisicos del sistema
(Par.), con sus respectivas unidades y descripcion.
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|$ tantox; = X4 = Xm €V = Yq = Ym, asi:

(Xm + Lsing, ym + L cose)
(RO + Lsing, R+ Lcosgp) (3)
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La energia cinética traslacional es:

1, 1, 1, 1
TLo= SmX +2mxd+2MxM+2My§,|, 4)

1. 1.
T: = Zm(R)? + =m(Rdg)?
2 2

1 . .
+5MRI+ Lg cos¢)?

+% M(~Lé sing)?. (5)

La energia cinética rotacional es:

1.. 1. 1..
T2 = EJmHZ + EJmGZ + §J¢¢2 (6)

La energia potencial es:

Tomando como referencia el modelado del
péndulo invertido sobre un carro, realizado
por [15], se toma como fuerza externa el voltaje
aplicado a las ruedas, el cual es la sefial de control
u.

Con estas modificaciones las ecuaciones de mo-
vimiento de Lagrange, para el péndulo invertido
sobre dos ruedas, son:

[(2m+ M) R? + ZJm]é

+ (MLRcosg) ¢
~MLR¢?sing = u (15)

(MLRcosg) d + (ML? + J,) ¢
—MgLsing = 0. (16)

U = mgy,+ mgy, + Mgyw, (7) Despejand@ y ¢ de (15) y (16) se obtiene:
= 2mgR+ Mg(R+ L cosg). (8) ) (ML2+3,)(u+MLR#? sing)
0 = A
El lagrangiano es definido como: — (ML) sing coss
) —(MLRcosg)(u+MLR#? sing) (17)
Iag = Tit T:ZL_ U (9) ¢ = 4 MgLsin¢[(A2m+M)R2+2Jm]
. . . 2 5
lag = R92+§M(R9+ L¢cos¢) .
1 ‘ , _ con A=[(@m+ M) R? + 23] (ML2 + J,) -
+5M (-Losing)” + Jnb? (MLRcos¢)?.
1 . Sean las variables de estado:
+33,4” ~ 2mgR _ .
= = = = 1
_ _ y escribiendo las ecuaciones del sistema no lineal
Las ecuaciones de Lagrange son: en variables de estado, se tiene la siguiente
representacion de primer orden:
g(ang)_ oLag _ F, (11)
dt\ 96 00 X1 = X (19)
d (GL?.Q) _dlLag _F (12) (MLRcosx1) (u + MLRxgsinxl)
dt 0p 0p ¢ X2 = = A
Aplicando la Ecuaciones (11) y (12) a (10) . MgLsinx; [(2m+ M) R® + 2| (20)
se obtienen las ecuaciones de movimiento de A
Lagrange para el péndulo invertido sobre dos X3 = X (21)
ruedas. " - (ML + 3,) (u+ MLRx sinxy)
[(2m+M)R2+2Jm]é ) . A
. (ML)% sinxy coSXy
+(MLRcosg) ¢ - A (22)
~MLR¢?sing = Fy (13) con
(MLRcosg) § + (ML2 + 3,) A = A=[@m+M)R+2Jy| (ML? + J,)
~MgLsing = Fy4 (14) — (MLRcosxq)?
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Se observa que el modelo obtenido es un modeloontrol del péndulo invertido y denotando a esta
de cuarto orden, como era de esperarse. Estariable como la nueva seiial de contrae tiene
debido a las dinamicas de posicion y velocidadjue:

asociadas al péndulo y la posicion y velocidad MgLsinx, MLRcosx
) .o Xo = = - : 26
?usgé:;asc)ias a la plataforma movil (formada por las % = -5~ L ML+, v (26)
' Por lo tanto el nuevo modelo reducido es:
74 Xl = X )
% Actuador > Planta Xo = MgL sinx _ MLRCOSle (27)
Xy X ML2+J¢ ML2+J¢
X
’ El modelo de orden reducido (27), modelo

de segundo orden, tiene la ventaja de ser un
Figura 3: Diagrama de blogues del sistema desacoplado modelo menos complejo. Por ser este un modelo
de segundo orden, el disefio de una ley de control,

, comUnmente utilizada como lo es un controlador
Patete [11] propone que el sistema de cuartp|p, es sencilla de disefiar e implementar.
orden obtenido puede desacoplarse tomando la

aceleracion de las ruedas como la nueva sefial @&1. Linealizacion del Modelo Reducido

control. Es decir, se observa que la dinamica de Se va a realizar el control del péndulo invertido
este sistema puede ser pensada como constituidiededor de la posicion vertical (punto de equili-
por dos bloques en cascada, como se muesthsio inestable del péndulo invertido), por lo que el
en la Figura 3. Las variableg; y X, son la punto de operacion del sistema es:

velocidad vy |6,l aceler_amon_, respectivamente, del (X =0, =0,U = 0) (28)
cuerpo del péndulo invertido sobre dos ruedas
representan la dinamica de la planta, y las variables Linealizando el sistema alrededor del punto de
X3 Y X4 son la velocidad y la aceleracion de lasoperacion (28) y escribiendo el sistema en espacio
ruedas, respectivamente, representan la dinamic® estados obtenemos:

de control. X = AsXs+Bsu,
Por lo tanto de (21) se tiene que: { Ys = Cxs,

(29)
X = Xa. (23)  (29) con:x; = [¢, ¢]T = [Xus, Xo5] " -
El sensor gyro de Hitechr®, mide la ve-
locidad angular del cuerpo del péndubg;. El
(MLRcosxl)z]_ angulo del cuerpox;s, se obtiene integrando

De (22) se despeja la seftal

u = |[@m+ MR +2Jy, -

MLZ+J, numéricamente el valor dg;. Por lo tanto, se
_MLRsinX; (xo)? p_uede escoger la variabbe; como salida del
2 . sistema. Asi,
(ML)* Rgsinx; coSxq
ML2 + J; A =
As(2,1) 0 )
Sustituyendo de (24) en (20) y simplificando B - 0 (30)
obtenemos: ° Bs(2) |’
. MLRcosx; .  MgLsi = |1 0},
oo MLRCOSG,  MaLsing o) [+ o]
ML + j, ML + Jy donde
Tomando la variablex,, que representa la As(2,1) = &,56(2): ﬂ
aceleracion de las ruedas, como la dinamica de ML? + J, ML? + J,

Revista Ingenieria UC
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3.2. Implementacion basada en el Modelo ReduEl periodo de muestred, fue calculado segln
cido el Teorema de Shannon, aplicado a la frecuencia

Una vez obtenido el modelo de orden reducidgn@xima (calculada aproximadamente) presente en
del sistema continuo se realiza la discretizacion détl modelo reducido. Tomando en cuenta ademas,
mismo, con el cual se disefia una ley de contrdRs limitaciones de hardware y software del

discreta que pueda ser programada en el Legeendulo invertido construido. o
Mindstorms NXT®. Se tiene entonces que el sistema discretizado en

Se realiza la discretizacion del sistema uti-£sPacio de estados, al cual se le realizara el disefio
el controlador es:

lizando el método de discretizacion exacta. Léj
estructura del sistema discretizado en espacio de x,(k + 1) 1,440 Q114 || -0,0038
estados, que resulta al aplicar este método de x,(k + 1) =[ 9,395 1440” _o,o483]“(k)
discretizacion, se muestra a continuacion:

X ((K + 1)To) = @x (KTo) + Tu(KTo), y =1 0]xK.

y(KTo) = Cx(KTo) (31) (37)
donde
ATo 3.3. Disefo del Controlador PID basada en el
D = ’ (32) Modelo Reducido
To Primeramente se realiza un analisis sobre la
I'= eVBdp. (33)  controlabilidad del sistema de segundo orden

0 . . . . .
lineal continuo (29), para analizar la influencia de

El sistema discretizado en espacio de estados eslgunos parametros fisicos sobre la controlabilidad
del sistema. A continuacion se muestra la matriz de
controlabilidad del sistema continuo de segundo

1 1
2@ gL A orden (29),
= MgL ’ (34) MLR
MLZ+3, 1 0 TML2+T,
B 2@ V= MLR 0 ‘ (38)
. _ T M2+,
Asi, la matrizl" es:
. donde el determinante de la matriz de controlabili-
_2_9(“ -2) dad es:
I'= (_ ML B),B ; (35) ,
o(MLZ+3,) 2 MLR
’ DﬂP:—t—7——). (39)
donde: ML=+ J
. em% e m% . Si se desprecia el pz,;lrémetro (momento de
- ’ inercia del cuerpo del péndulo), el cual por lo

general es muy pequefio en comparacion con la
Mgl Mgl i
PR (e [T, - ’—ML29+J¢T0) masaM y la longitud del centro de masa del cuerpo

del pénduld., se obtiene que:

y la matrizC es: Dety — — (F)z (40)
C=[10]. (36) : g :

Al examinar esta expresion del determinante de
Sustituyendo los valores numéricos de loda matriz de controlabilidad del sistema continuo,
parametros de la Tabla 1 y tomando el periodse observa que al aumentar la longitud del cuerpo

de muestredl, = 0,1s se discretiza el sistema. del pénduld., el valor del determinante tendera al
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valor cero, lo que indica que el sistema se volveria
menos controlable.

Por el contrario, si se aumenta el radio de
las ruedasR el determinante tendera a valores
mas alejados de cero, lograndose una mayor

Mindstorms NXT®), la simulacion tiene que
mostrar que esta sefal se encuentra dentro
del rango de operacion de los motores.
Los motores del NXT tienen un rango de
operacion desde9V a+9V.

controlabilidad sobre el péndulo invertido sobre o
dos ruedas. Se lograron obtener los siguientes polos que

Para comparar el comportamiento del sistem§Umplen de manera adecuada con las especifica-

simulado, se disefia el controlador PID tanto &iones sefaladas anteriormente:

tiempo continuo como a tiempo discreto. S1p= —354+3, 536;. (44)

3.3.1. Disefio del Controlador PID a tiempo pg |5 escogencia de estos polos continuos resultan

Continuo _ los siguientes parametros:
Partiendo del sistema en espacio de estados

mostrado en (29), se calcula la funcion de trans- ¢ = 0,707, (45)
ferencia del sistema continuo:
wn = 5rad/s. (46)
G(s) = C;5(S1-As) ' Bs, (41)
Con estos polos continuos deseados se obtienen
G(s) = 0335562 (42) las siguientes especificaciones para el tiempo de
- £-822128

asentamientol() y el sobredisparo maxim&(D):

La funcion de transferencia generalizada de un

controlador PID es:

Te=1415, (47)

Ge(s) = kp+ % +kds (43)

SD< 0,05 (48)

dondekp es la ganancia proporciondtj es la ., ) i
X 9 prop / La funcion de transferencia del sistema en

ganancia integral ¥d es la ganancia derivativa. . ., . o
i lazo cerrado, con realimentacion negativa unitaria,
Para calcular los parametros del controlador’,..
. . . . utilizando el controladorGg(s) se muestra a
C.(s) mediante asignacion de polos, se tienen en_ . o
o o continuacion:
cuenta los siguientes criterios para la escogencia
de los polos deseados del sistema en lazo cerrado,

con el fin de lograr el mejor desempefio del sistema

controlado. El polinomio caracteristico de (49), el cual

= Rapidez en estabilizar los estados: dadg, | ye Jas ganancias del controladap, ki y kd,
la naturaleza del péndulo invertido sobregg.

dos ruedas, se necesita que el péndulo se
estabilice en la posicion vertical en el menor
tiempo posible.

= Menor nimero de oscilaciones posible: si
ocurren muchas oscilaciones al tratar de )
estabilizar el péndulo es posible que no se A_pa_rtlrde |0$ polqs deseados (44), se construye
logre alcanzar el objetivo de control y el el siguiente polinomio deseado:
sistema caiga en la inestabilidad.

= Limitaciones en la sehal de control: en
vista de que se va a utilizar la sefial de
control disefiada para los motores del Lego

Glo(s) = Go(s)G(s)

1+ Go9)G(9) (49)

s® — 0,336kd & — (0,336kp + 81,213)s
—0,33i. (50)

Pcs) =

[s+3,535- 3,536j][ S + 3,535+ 3,536]]
s+ 20]. (51)

Pd(s =

Revista Ingenieria UC
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Noétese que se afladieron un polo deseado cateseados dados en (44), y se calculan en discreto a
el fin de igualar el grado dPd(s) Igualando los través de la siguiente ecuacion:
polinomios (50) y (51) se obtienen las siguientes

e .
ganancias para el controlador PID: Az = €70 = CossiTo) + Jsin(zTo)
= 0,659+ 0,243;. (60)
kl? = —740884 (52) La funcion de transferencia del sistema discreto
ki = -806705 (53) en lazo cerrado, con realimentacion negativa

kd = -149Q04 (54) unitaria, utilizando el controlad@.(2) se muestra

. . a continuacion:
La ley de control PID en tiempo continuo queda

) _ Ged(2)Ga(2)
descrita como: G =_C . 61
4 = 1 GG oy
d¢ . : . -
pr ki e(t), (55) El polinomio caracteristico de (61) es el mostra-
do a continuacion:
u(t) = kp et) + £(t) + ka2, (56) p@) = Z'+(y-000384-3897
dt +(8,67x 101 - 0,00385;
3.3.2. Disefio del Controlador PID a tiempo -3,88y +3.88) 7
Discreto +(8.674x 10'%; — 0,00385
Para obtener la ley de control PID del siste- +3,88y — 1)z
ma discretizado, realizando el disefio en tiempo +8,674% 1019, — 5. (62)

discreto, es necesario calcular la funcibn de

transferencia discretizada del sistema. Entonces a

partir de la representacion en espacio de estadosA partir de los polos discretos deseados (60), se
del sistema discretizado mostrado en (37), seonstruye el siguiente polinomio deseado:

obtiene la siguiente funcion de transferencia: pa(?d = (z—0,6588-0,2432))
Gy(2) = C(zl - @)7'I, (57) -(z-0,6588+ 0,2432))
(z-0,13534)¢ — 0,6). (63)

donded, I' y C son las mostradas en (34), (35) y

(36) respectivamente. i L
Notese que se afnadieron un par de polos

8,674x 1071° - 0,003& £g deseados con el fin de igualar el gradoRi€z)
1-2882+ 22 (58) Igualando los polinomios (62) y (63) se obtienen

o . las siguientes ganancias para el controlador PID
Para el disefio del controlador PID en tiempQyiscreto con retardo:

discreto por asignacion de polos, se utiliza la

Gu(2 =

siguiente estructura del PID discreto con un Co = —48G915 (64)
retardo incluido, debido a que se busca que el @, = 649912 (65)
sistema de ecuaciones resultante de la igualacion @ = -178832 (66)
de polinomios tenga solucion Gnica.

El controlador PID discreto con retardo se y = -0040042 (67)
muestra a continuacion: Despejando de(z) (59), y aplicando la trans-

formada invers&, se obtiene la siguiente ley de
U@ o+ uZ ez ? control discreta;
=g~ a-myary
Y uk) = —( - Lu(k - 1)+ yu(k - 2)

Los polos discretos deseados, se obtienen a +0oe(k) + qre(k — 1)

partir de los correspondientes polos continuos +gze(k - 2). (68)
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La ley de control (68) se programa utili-
zando el lenguaje RobotC, desarrollado por e .
la Universidad de 55
Carnegie Mellon [14]. Este lenguaje cuenta cor
aritmética de punto flotante, lo que resulta er 4t
una implementacion precisa de la ley de contro
diseflada. Esta ley se implementa en el bloqu  zf|
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de Robotica de

programable NXT.

4. ANALI
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Figura 6: Sefial de control PID continua y discreta

La Figura 4, muestra la posicion del péndulo
controlado (controlador PID), tanto a tiempo
continuo como a tiempo discreto, se observa que se
logra que la posicion del péndulo alcance el valor
deseado de 0 grados que equivale a 0 radianes, en
el tiempo de asentamiento especificado, a partir de
una posicion inicial de 0,6 grados, lo que equivale
aproximadamente a 0,01 radianes. Adicionalmente
la respuesta presenta una oscilacion suave antes de
estabilizarse, logrando los objetivos de disefio que
se buscaban alcanzar. En la Figura 5 se presenta
la dinamica de la velocidad continua y discreta,
X, = ¢. En la Figura 6, se observa que la sefial de
control se encuentra dentro del rango de operacion
de los motores del NXT € [-9, 9]V.

Ademas de observar el comportamiento del
sistema a través de las dinamicas de posicion y
velocidad,x; = ¢, % = ¢, se implementd compu-
tacionalmente la ley de control PID lineal sobre un
mimico de péndulo invertido, que obedece este al
modelo matematico de orden reducido planteado
en este trabajo. En la Figura 7 se muestra una
secuencia del estado de la posicion del mimico en
algunos instantes de tiempo.

En la Figura 8 se muestra una pequeia se-
cuencia del péndulo invertido construido (sistema
no lineal real), bajo los efectos de la ley de

En las Figura 4 a 6 se muestran las simulacionesontrol (68) disefiada en base al modelo reducido
del sistema continuo (29) y del sistema discretie implementada en el NXT. En la implementacion
zado (37) controlados por el PID continuo (56) ypractica del controlador PID discreto fue necesario
discreto (68), respectivamente.

el ajuste de uno de los parametros del controlador,
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o) 0 b) 0 ¢) e

90° -80°  gqe -90° age -9p°

Figura 10: Secuencia de imagenes del péndulo invertido
aumentado en tres veces la longitud de su cuerpo

90° -90° 90° -90° 90° -90°

del desempefio de la misma al cambiar algunos
parametros fisicos en el péndulo invertido sobre
Figura 7: Secuencia de imagenes del mimico de p’endulgOS ruedas construido, para corroborar el analisis
invertido funcionando con el controlador disefiado en (68) de controlabilidad presentado en la sub-seccion
3.3. Se cambiaron las ruedas del péndulo mostrado
en la Figura 1 por un par de ruedas de menor radio,
como se muestra en la secuencia de imagenes en
la Figura 9, obteniendose como resultado menor
robustez, es decir, la ley de control trataba de
mantener el objetivo de estabilizar el péndulo en la
posicion vertical, sin embargo este objetivo no era
cumplido. A los pocos segundos el péndulo caia,
siendo inestable. Por otro lado, se alargo el cuerpo
del péndulo mostrado en la Figura 1 (dejando
Figura 8: Secuencia de imagenes del péndulo invertidcl)as ruedas originales) hasta tre§ Vec.es,su longitud
funcionando con el controlador disefiado en (68) como se muestra en la secuencia de imagenes en la

Figura 10, observandose en las experiencias que el

péndulo se hacia inestable rapidamente, es decir, la

ley de control no cumplia con su objetivo principal
eﬁje estabilizar el péndulo en su posicion vertical.

En cuanto a la dinamica dg = 0, xs = 6, €l
comportamiento de las mismas en estado estacio-
nario, una vez que el modelo de orden reducido
es controlado, es alejarse de manera constante de
su posicion inicial en el eje horizontal. Es decir,
en estado estacionario, mantienen una dinamica
rectilinea uniforme. Lo cual es de esperarse, ya
que en este modelo no se hace control sobre el
carro sino sobre el péndulo. Una vez controlado

Figura 9: Secuencia de imagenes del péndulo invertido coﬁI pendulo en su pQSIClon vertical, el Carrc_’ debe
ruedas de menor radio mantener una velocidad constante para evitar que
el péndulo caiga.
Debido a que el controlador, es un controlador
Ademas de validar el desempeiio de la ley déneal, disefiado para el modelo linealizado, el ran-
control discreta implementada, calculada basand@o de buen desempefio del controlador es limitado.
se en el modelo reducido, se realizaron pruebasxperimentalmente se observb que este rango es

especificamente la gananajga en un porcentaje
del 3% para lograr una mejor respuesta d
sistema.
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de+1,2 grados, lo que equivale aproximadament&eferencias

a+0,1 radianes

5. CONCLUSIONES

La ley de control disefiada logra mantener al[3]
péndulo invertido sobre dos ruedas construido en
la posicion vertical deseada, a pesar de que esta
fue diseiada en base al modelo reducido (modelo
de segundo orden), en el cual las Unicas variablegs)
gue se toman en cuenta son la velocidad angular

del cuerpo y el angulo de inclinacion de éste.

El péndulo invertido sobre dos ruedas no perma-(s
nece en una posicion fija sobre el eje horizontal,
este tiende a alejarse de manera constante de
su posicion inicial en el eje horizontal. Este [©]
comportamiento se debe, precisamente, a que no
se controla la posicion en el eje horizontal del
péndulo invertido sobre dos ruedas, ya que no sg7]

tomaron en cuenta las variableg 6 (en el modelo

reducido), que son el angulo de rotacion de las 6]
ruedas y la velocidad angular de las mismas, Iaé
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