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Resumen.-

En la selecdn de un gafico de control estastico de procesos debe tomarse en cuenta su capacidacferdapidamente,

los cambios que ocurren en los paretros de la distribugh de probabilidades que explica el comportamiento delgsmc
productivo. En este trabajo se comparan lasfigos de controCUSUM EWMAY Analisis del punto de cambicAPC),
escogidos por su sensibilidad ante pdmgcambios en la media del proceso. Se seleccionaron cambimagnitudes
0,25,0,5,0,75,1,1,2515, 2 y 3 veces sigma estimada Hese simularon mil corridas de produgnihasta detectar el cambio
en cada caso y se t@nta longitud de corrida promedio ARL como criterio de congu#m. Luego de analizar los resultados
obtenidos se puede concluir que APC representa una herramienta esttida muy Util para monitorear los procesos
productivos debido a que presenta una mayor efectividac etetecdn de cambios en la media al ser comparada con
los otros gaficos de control estudiados.

Palabras clave: ARL, aralisis del punto de cambi€WMA CUSUM

Comparing the Detection Efectiveness for Small Changes on the Process Mean
through the ARL Calculated

Abstract.-

The early detection ability when occurring changes in theapgters of the probability distribution, which explaire t
productive process behavior, should be taken into accotnenvselecting a statistical process control chart. Thispap
compares th€USUM EWMAand Change—Point Analysi€PA) control charts, chosen because of their sensitivity tolsma
changes in the process mean. Magnitudes were changed iacctivdhe following variations: @5,0,5,0,75,1,1,25,1,5, 2
and 3 sigma estimated of X. A thousand production runs fon @adation were simulated to detect the change in each case.
The average run lengtiARL) was taken as a criterion for comparison. After analyzirg résults it can be concluded that
the APCis a very useful statistical tool for monitoring productiprocesses because it has a gredtectveness in detecting
mean changes when compared with other control charts studie

Keywords: ARL, change—point analysiEWMA CUSUM

1. Introduccion Moviles Ponderadas Exponencialmente (EWMA) [2]
representan una buena opti Estos gaficos han de-

El control estatstico de procesos (SPC), tiene pormostrado su capacidad para detectar piggsieambios.
objetivo predecir aquellas situaciones en las que uBin embargo, otras propuestas dafigos de control se
proceso se ha salido de control. han desarrollado &s recientemente para abordar este

Cuando el inte¥s se centra en la deteoni de tipo de problemas.
cambios menores a dos veces sigma en la media o
en la varianza del proceso, losaficos de control ~ El Anadlisis de Punto de Cambid\PC) [3], ha sido

de sumas acumuladas (CUSUM) [1] y el de Mediagitilizado con eficacia como herramienta deal&is
en el estudio de series temporales. La aplivaci

Ator Princinal de ésta &cnica en el control estedico de procesos

* I Princi , . T

o opa i , comend como una herramienta de&isis de la fase |
Correos-e:adrinityf@hotmail . com (Adriana Ferrer), .

domingojgutierrez@hotmail.com (Domingo Gutierrez), y COmo una manera d_e dEteCtar_ con mayor exactitud

tgarciaGuc.edu.ve (Teodoro Garta Lebn) el punto donde ocumi el cambio [4]. En el @&o
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2003 Hawkinset al. desarrolla un gafico de control es N(,ul,o-%), es decir, las observaciones segunir
para la detecén de cambios en la media [5], luego esta distribudin hasta algn instanter (si lo hay),
Hawkins y Zamba proponen el uso d&PC para donde ocurre el punto de cambio. Ocurridste, la
construir gaficos de control para la varianza [6] y distribucbn original cambia de ubicatm, si se produce
posteriormente estos mismos investigadores proponam cambio en la media; # w2, y/o cambia de escala,
el APC para desarrollar un gfico de control que sise produce un cambio en la variara:z%a;t o-%.
detecte simufitneamente cambios en la media y en la Si se han acumuladoobservaciones del proceso, y
varianza [7]. adends se tienen las posicioneg k de forma tal que
En este trabajo se compara la efectividad de lo§ < i < k < n, los estatsticos promedio y variabilidad
graficosEWMA CUSUMy APCpara detectar cambios se pueden expresar mediante las (Ec.1y 2):
en la media del proceso y se utiliza el valor del .
longitud de corrida promequLcomQ \farlab'le dtica Xy = Z X; /(K — i), (1)
para hacer las comparaciones, hacieadfasis en los .

~ . j=i+1
pequeos cambios.

k
. Vik= D (X =X 2

2. Marco tedrico j=i+l

2.1. Analisis de punto de cambio El estadisticoGLR. Al aplicar un gafico de control

Se entiende por punto de cambio, aquel punto dondes necesario determinar si hubo un cambio y donde
dos segmentos adyacentes de una serie de tiempeurrio aproximadamente, parai &stimar los paéame-
estin conectados. Estos segmentos se originan cuanttes de antes y despa del cambio. Debido asto, la
ocurre un cambio en la media, en la varianza, ermtencon se enfocdren la detecéin de dicho punto [6]
algln paametro, en el modelo estructural, o bien eny [7].
cualquiera de sus combinaciones [8]. Por lo tanto el Para comenzar, si el punto de cambio ocurre en el
APC, se puede establecer como ebbsis realizado a instanter = k, entonces la prueba eststica de raan
una serie de tiempo, en el cual se estudia el punto dondie verosimilitud generalizadaLR se puede expresar
ocurre el cambio. Para este estudio se han consideradomo la (Ec.3)
dos enfoques: el Bayesiano, que busca comprobar la

K . SO,n SO,n
presencia de un punto de cambio con una prueba de GLR=klog=—" + (n—K) log ,
razon de verosimilitud generalizada, y eletdo de Sox Skn
Bootstraping que utiliza una combinagn del géflco en dondeS;; = Vij/(j—i), sed el estimador
de CUSUMy Bootstrappara detectar los cambios [3]. maximoverognil (MLE) (sin los grados de libertad
En este trabajo se utiliza el enfoque Bayesiano. habituales de ajuste de sesgo del denominador) de la
2.1.1. Modelo Bayesiano para analisis de punto deva”a.b”'dad. o,Ie Ia_ secuencia de.1, ..., X;. .

Bajo la hipdtesis nula de que no ocurra nimgcam-

cambio . L ! T o
. . bio, este estddtico tiene una distribudh asinbtica
Bajo el supuesto que las observaciones son CONSEERi_cuadradocon 2 grados de libertad. La calidad de

utivas, estaidticamente independientes y siguen ung, 1o aproximaéin se puede mejorar sustancialmente
distribucbn normal, en caso de existir un cambio en Iahaciendo la correcen de Bartlett (Ec.5), en la cual se

media, la varianza o ambos patetros, se tendn dos divide por un factor que hace que la esperanz&dét

series de' tiempo, una serie previa al punto de CambiQeaigual alos grados de libertad. La esperanz&dBl
y una serie posterior al punto de cambio [5]. EntoncesCECA) se conoce pero implica la funai digamma

ra lai—esim rvaon Xx; ndan ibl . .
git?ba(;i?]esagbesseanﬁr'olr zes't?esdaos?grs'oﬁzsl b ensto una de las funciones trascendentes menos familiares.
Istribuci S ' esp : PUnto yna expangin esandar de la confianza muestra a los

3)

de cambiar: terminos deo(n~2)
N(u,0?) si i<t
X ~ o E[GLR] =2+1—1[1+i—}]
N(uz,03) si i>r, 6|k n-k n
dondeXy, Xo, ..., X, ... representan las observaciones + 2[1 + _1 _ i] (4)
sucesivas del proceso. La distribbici bajo control k2 (n-k? n?
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Esto lleva a la prueba estatica de Bartlett corregida posible empezar las pruebas desde la cuarta obser-

(Ec. 5) vacion, pero esto es poco probable en la mayde las
s S aplicaciones.
(klog 5o + (N—K)log Scﬁ%) Para facilitar el procedimiento, se sugiere el siguiente
Gin = C ’ ) enfoque para la obteram de imites de control [7]:
dondeC es = Comparar las cinf:o primeras pruebas dstizhs
de Gmaxn (es decir, para = 10,...,14) con las
Cols 1_1[} L }] . i] cinco entradas de la Tabla 1 (vénsiparcial de
12|k n-k n k2 (n-k? n2|’ original [7]).

C es el factor de correcmn de Bartlett. Si el punto
de Cfambm no se conoce a priorl, debe ser es_tlmado &abla 1: Limites de control para muestras de taaray riesgoa
partir de todos los posibles puntos de sepérakique

se encuentren maximizan@y , y se puede determinar Pne
a partir de la (Ec. 6) n .05 .02 .01 .005 .002 .001
10 10.128 12.237 13.795 15.330 17.352 18.840
Gmaxn = MaxGyn. (6) 11 9.213 11.389 12.996 14.556 16.609 18.173

12 8.854 11.083 12.719 14.313 16.397 17.965
13 8.690 10.961 12.631 14.265 16.353 17.950

Limite de control del modeloPor tltimo, se propone 14 8616 10917 12610 14249 16361 17.978

una adaptabin a esta formuladn para utilizarla en
el SPC donde el tami@o de la muestra no es fijo,
sino que crece indefinidamente, es decir, crearon el
procedimiento en curso d&&PCcomo sigue[7]:
CalcularGmaxn desp@s de que la observéxi n se
ha diadido al registro total del proceso.
Si Gmaxn < hn, dondehy es un imite de control
adecuado, entonces la conclrsies que no hay

= Luego, paran > 14 se utiliza la siguiente
aproximacbn, que reproduce la tabla de los
valores estimados por Hawkins y Zamba pajg,
con una desviabn maxima absoluta de,09

evidencia de un cambio en la media o varianza, y 1,58 2,52 log() + 0,094+0,33 log()
por lo tanto se debe dejar el proceso en ejemuci ’ ’ _000£—<9 0.05
ininterrumpida. h~ SIOUUL=s a <005

Si Gmaxn > hn, se concluye que hay evidencia de un
cambio en la media, la varianza, o ambos.
El hecho de usar el afisis de punto de cambio

adaptado al procedimiento en curso 88C hace Est!mando (fl Ipunto de cambl:xhora, St -eI gaf_'f:O )
necesario la elecah de los imites de control. Una E€MIte una seal, es necesario hacer una investigaci

opcibn atractiva para el enfoque del punto de cambié forgqlod para colnocotler quiue lo que Exact_amer:te ha
es tener una funén de riesgo constante, mientras quetampiado entre los dos segmentos. En primer lugar, se

el proceso se encuentra bajo control, es decir, que %’é’?"a comenzarl con eléracmorggmer?to (?je la hll_stor;a
cumple con la Ec. 7 el proceso en el punto de cambio estimado, utilizando

pruebas parag@iricas 0 no parafiricas para llevar a
P[Gmax,n > hng | Gmaxj < Djas j < n] =qa, (7) cabo una comparam de dos muestras entre los dos
segmentos resultantes. Se puede comenzar tomando el
dondea es la probabilidad especificada de unaade modelo de distribuén normal del punto de cambio en
errbnea, y elimite de control se denota corhg, para  su valor nominal y la prueba de un cambio en la media

8,43+ 0,074logh - 9) sia = 0,05.

destacar esta dependencia. y un cambio en la varianza utilizando losétados
Debido a que esta probabilidad es constante, estanvencionales de distribuei normal.
corresponde a una ARL bajo control dgxl Por otra Si el punto de cambik ha sido detectado, se sugiere

parte, no parece posible resolver estos valdigs la aplicacon de las siguientes pruebas paédricas
tedricamente, por lo que los estimaron utilizando laconvencionales [7].

simulacbn. Debido a que debe haber urinimo de Las pruebd de dos colas para probar un cambio de
dos observaciones en cada segmentopgiEdmente varianza utilizando los grados de libertadl y n—k-1
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y el estadstico de prueba estdada por la (Ec. 8) concluyd que estos @ficos son ras eficientes que los
de Shewhart, defishdose como [2] (Ec. 17)
F=Vok(n—k=1)/(Vin(k-1)). (8)
Zt = /lXt + (1 - /l) Zt_]_, (17)
La prueba aproximada para probar un cambio en la

media usando el estisticot aproximado es dada por la dondeX; es el valor observado individualmente en el
(Ec. 9) tiempot del proceso o tambn puede ser el promedio
de las muestras tomadas en el tiempouando el
tamdio del subgrupo racional es mayor a upa@s una
constante de suavizamiento que determina la memoria
del estatstico EWMA y su valor estentre O< 1 < 1.
La cual sigue aproximadamente una distribadicon  El valor inicial Zy requerido en la primera muestra

t= Xo,k - Xk,n
Vsox/ (k—1) + scn/ (n—-k-1)

9)

r grados de libertad, donde (Ec. 10) (i = 1) es el objetivo del proceso, de modo lae= uo.
(% i njiil)z Limites del control para los graficoEWMA. Los
e S AT’ (10)  Ilimites de control y laihea central para el gfico de
[le (Tl) + ot (n_kil ] controlEWMASson las siguientes (Ecs. 18— 20)
Se pueden calcular las estimaciones convencionales o A
de los paametros. Suponiendo que se conoce que el LCS = po + Lﬁ V2_2a (18)
punto de cambio ocurre en el instante= Kk, existen 1
varios escenarios que se pueden presentar. Para ver LCl = uo — L-Z \ = (19)
los detalles de las tablas de los esttidosF y t de vn¥2-4
las (Ec. 8) y (Ec. 8) se puede consultar el trabajo de LC = po. (20)
Hawkins y Zamba [7].

En los casos donde el cambio detectado ocurre en fl disefio optimo del grafico de contr&@WMA. El
media del proceso, en la varianza o ambos, podemd¥ocedimiento de dige optimo en un punto, se basa

usar las Ecs. 11 a 14, deysea el caso: en seleccionari L) de formatal, que dado &lRLbajo
control deseado y la magnitud del cambBien la media
11 = Xok, (11) del proceso que se quiere detectar, se produair el
- grafico EWMA el minimo ARL fuera de control. La
12 = Xk, (12) o . L
- combinacbn de los pa&ametros {, L) es optima en
o1=(Vok) /(k-1), (13) el sentido de que para la elegoi de unARL bajo
o2=Mn)/(n-k-1). (14)  control, se obtend unARL fuera de control rimimo.

Para el disko o6ptimo del géfico de control EWMA

En el caso de detectar el camhiiaicamente en la bajo las condiciones antes expuestas, Crowder (1989),
varianza, la estimaon de la media (constante) &r recomienda las siguientes etapas [9 y 10]:

(Ec. 15) Etapa l: Elegir el menorARL aceptable cuando el

7= Xon. (15) cambio en la media_ e = 0. La selecdn _

' del ARL est basada informalmente sobre condi-
ciones, tales como el costo asociado de una falsa
alarmay el tiempo del proceso.

En el caso de detectar el camhinicamente en la
media, la estimadn de la varianza (constante) ser
(Ec. 16) Etapa ll: Decidir que magnitud del cambio en la

media debe ser detectada I@snépido posible.
o1 = Mok +Vkn)/(N=2). (16)

Etapa lll: Unavez que se tenga&RLde la Etapaly

2.2. Graficos de control EWMA la magnitud del cambio de la Etapa Il, en la tabla

Los graficos de control EWMA fueron propuestos correspondiente aARL de la etapa |, se escogen
por Raoberts, en el cual, para la detéccide cambios los valores del y L que hacen rimima elARLpara
menores a dos veces sigma, a éswde simulaciones el cambio especificado en la Etapa Il.
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Procedimiento para obtener ARL del grafico de Suponiendo que la varianza del procesd es
control EWMA Crowder (1987), muestra que ARL  constante y que se quiere monitorear la medide
del giaficoEWMAse puede expresar como la sobuti una caractéstica de calidadX, la cual sigue una
de la Ec. 21 distribucbn N(u,02) . Se tiene un valor objetivo
1 ¢h uo paray, del cual se quieren detectar desviaciones
L(D)=1+ —f L(y)f[y—(1-2)D]/ady, (21) significativas. Si el valor estandarizado MeesZ; =
A J-n (Xi = up) /o, dondeo es la desviaéin eséndar deX; o
dondeD representa la magnitud del camblo,es la deX; , un géfico de sumas acumuladas de estos valores
funcion de densidad de probabilidad0,1) y h viene  Sse pueden contrastar con délmero total de muestras
expresada por Ec. 22 recolectadas. Para este procedimiento se calculan las
sumasCUM* y CUM™ de acuerdo con las Ec. 25y 26

A
h =k(=—). 22
(2—/1) (22) CUM*=C"; +(Yi—p) -k (25)
Empleando la cuadratura de Gaussndeuntos, la CUM™ =C_; +(Yi—p) +k (26)

Ec. 21 se puede expresar como (Ec. 23) _ _
donde k es un valor de referencia o de tolerancia

18 constante.
L{d)=1+ 2 Z WL (P) [P - (1 —2)d] /4}, La eleccon del valork debea hacerse respecto de la
=1 (23) magnitud del corrimientos] que quiera detectarse. Se
asegura que con frecuencia se escoge aproximadamente
donde al evaluak (D) en el cambid = dy los puntos a la mitad entre el objetivag y el valor considerado
Pi,i = 1,2,...,m, se obtiene el sistema de ecuacioneduera de control de la medja, el cual esi interesado
lineales en detectar con rapidez el analista. Por tanto, si el
13 cambio se expresa en unidades de desimesandar
Ld=1+= ZVViL(Pi) f{[Pi—(1-2)d]/A) como ui; = pp + oo, entoncesk es la mitad de
A la magnitud del corrimiento y queda expresado en

L Ec. 27 [13]
L(Py) =1+~ > WL(P) f{[Pi~ (1~ 2) Pl /2)
i-1 ke O, o k= pol 27)
2 2
Lo Los grficos CUSUM se basan en las siguientes
L(Pr) =1+ > WL(P) f{[Pi~(1-A)Py] /Y.  Ecs.28y29
i=1
(24) C = méx(hg,CU M*), (28)
Asignandoles valores a y L, el sistema de ecua- ho-
ciones lineales, se puede resolver y obtenéiR4 del C = max(7,CU M_), (29)

cambio B=d(L(d)). Bracho (2000) elabora tablas para
el ARL bajo control de 100, 250, 370, 500, siguiendodondeh = es el intervalo de decisi.
este procedimiento [11]. Para este trabajo se uso la tablaEntonces se puede expresar que el procesdesta

deARLde 370. de control cuando
, g C- > ho

2.3. Graficos de control CUSUM i 27
¢ =z =

Los graficos de controCUSUM frueron propuestos
por Page para la deteéci de cambios menores a La selecddbn correcta de los pametrosk y h es
dos veces sigma. A trég de simulaciones Page muy importante, ya que tienen un impacto sustancial
concluyd que estos @ficos son ras eficientes que sobre el desempe del gafico CUSUM Se ofrecen
los de Shewhart para detectar pdipe cambios en la recomendaciones para seleccionarlos y en general se
media del proceso. [1] propone usar un valor deigual a 4- o 50, donde en
Otra forma de plantear el gfico CUSUM para el el caso de qu& = 1/2 por lo general se obtereluna
control de la media del proceso es la siguiente [12]: CUSUMque tiene propiedades convenientes déRd
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contra un corrimiento de aproximadamente én la 4. Analisis y Discuson de Resultados
media del proceso [13].

Una vez construido el gfico de controCUSUM se
puede indicar el momento probable en el cual ooweti Los resultados para las simulaciones se presentan en
corrimiento de la media, a tras del uso de dos la Tabla 2.
contadoreN* y N—, que a la posié€in donde el dafico
detecta el cambio se le resta el valor del contaddirseg
sea el caso, es decir, si se detecta el cambio por el ladgP!a 2:ARL, para 1000 simulaciones dedgicos deAPC, CUSUM
superiorC;” se usaN" y de ser detectado el cambio y EWMA
por el lado inferiorC;” se usaN~ . El contadorN*

4.1. Resultados de las simulaciones del ARL

0 EWMA APC CUSUM

registra el imero de pdodos consecutivos desde que 3% 58661 11019 45624
la CUSUMdel lado superior subipor encima del valor o0 43636 14306 5.7343
cero, mientras que el contaddr registra el imero de 175 50829 15285 62128
periodos consecutivos desde queCldSUM del lado 15 6.1069 1.7682 6.8531
inferior es menor que cero [13]. 1,25 7,5624 2,079 7,7223

1o 9,8142 2,5405 8,8032
0.7% 13.8771 3.2977 10.2278
0.50 21.4436 4.8192 12.0749
0,25 44,4486 17,5455 14,6983

3. Metodologa

Para determinar elARL de los procedimientos
planteados se realiZar simulaciones de estos, para los
mismos datos para que muestren su capacidad en la
mismas situaciones.

Para realizar la simula@n se realizaron los siguien-
tes pasos:

Se muestra en la Tabla 2 la mejora progresivaAdeil

para todos los &todos en funéin al incremento a la

variacbn a detectar.

1. Se generan 50 datos aleatorios siguiendo una En la Figura 1, se muestra el comportamiento del
distribucbn normal Ny(u1,0), esta seéx usada ARL para cada tipo de gfico en funddn de los

como la data hidtrica. cambios de la media propuesto. BRL del APC
2. Se deja fijo la distribu6in de la data histica para ante cualquier magnitud de cambio en la media que
las simuladdn. fue puesta bajo estudio, fue menor que el obtenido

3. Se genera un nuevo dato aletorio siguiendo un@n los gaficos EWMA y CUSUM. Al comparar el
distribucbn normalNa(uo, o), donde la media de rendimiento delEWMA con el CUSUM observamos

la segunda ditribuén varia enk veces sigma due para el escenario de cambios pégsemenores a
Uz = pq + ko 1,50, el CUSUM presenta urARL menor y por tanto
4. Se introduce el nuevo dato en la serie y se aplicanUPera aEWMAal detectar los cambios & @pido;

los metodosEWMA CUSUMy APCy se observa mientras que para cambios grandes (mayoreSa) El
si detecta el cambio en el ggametro de la media EWMA produce mejores resultados al compararlo con

si es detectado se anota dimeroC de datos € CUSUM
necesarios para su detemtj si no es detectado,
se repite desde el paso 3 hasta ser detectado. 5. Conclusiones

5. Se repiten los pasos 3y 4, hasta completandas ) )
Para todos los valores de cambio en la media puestos

simulaciones deseadas. - '
a prueba, el rendimiento d&iPC fue mejor que el

6. Se calcula el promedio de la longitud de Comdaobtenido en los gficosEWMAY CUSUM

necesaria hasta detectar por primera vez el cambio o
porp Al comparar el rendimiento deEWMA con el

ARL), (Ec. .
(ARD), (Ec. 30) CUSUM se pudo observar, que para el escenario de

Nsim cambios pequ@s (menores a,3 o), el CUSUM es
ZCi mas sensible que 8WMA mientras que para cambios

ARL= =L (30) grandes (mayores g5lo’) el EWMA presenta mejores
Nsim valores deARL
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) [10]

2 1 — EWMA

) —— APC

- —— CUSUM [11]
3 25 12
< 56 %

15 e %

10 \\\\K‘:\‘\-:‘Q [13]

" "’*‘-:«-‘-::.:.:::_:.::_:.:.::_:: -

0 025 05 078 1 125 18 175 2 22% 25 278 3
8

Figura 1: Comportamiento déiRL versus el desplazamiento del
centrado

El APCrepresenta una herramienta esséida muy
util y eficaz para llevar el control estatico de
procesos cuando el criterio de seléeces elARL
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