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Resumen

En este trabajo se desarrolla una generalizacion de las entradas de las matrices de Vandermonde que son
necesarias para la construccion de los operadores diferenciales discretos miméticos de orden superior, la cual
cumple con un teorema analogo en espacios discretos al teorema de divergencia clasico en 1D. El resultado
obtenido es aplicado a casos particulares en mallados escalonados uniformes y no uniformes.
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Generalized Vandermonde matrix to build the mimetic discrete
divergence operators

Abstract

In this work a generalization of the inputs of Vandermonde matrices required for the construction of the
discrete divergence operator of high order is developed . These operators must satisfy an analogue divergence
classic theorem on discrete space in 1D. The result is applied to particular cases on uniform and non-uniform

staggered grids.
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1. INTRODUCCION

En el modelado y/o simulacién de una gran va-
riedad de fendmenos fisicos involucrados en los pro-
cesos industriales, aparecen ecuaciones diferenciales
ordinarias y parciales. La mayoria de ellas pueden ser
formuladas usando operadores diferenciales invarian-
tes de primer orden, tales como, la divergencia y el
gradiente. Por otro lado, es posible construir muchos
esquemas de diferencias finitas en base a los operado-
res discretos de divergencia y gradiente, pero en la
mayoria de los casos los operadores discretos clasicos
no mantienen algunas propiedades fisicas y matemati-
cas de los operadores continuos. Por ello ha surgido la
necesidad de desarrollar métodos que permitan obte-
ner los operadores que satisfagan estas propiedades; a
saber, las leyes de conservacion y la simetria de los
operadores. También es importante que satisfagan los
teoremas tradicionales del calculo vectorial, como lo

es el teorema de Green, entre otros.

En la década de los 80's fueron publicados los
trabajos pioneros de Samarskii y otros [1, 2], donde se
presentan los aspectos fundamentales de los métodos
de operadores de referencia, los cuales fueron leve-
mente modificados en la década de los 90's, donde
se destacan los aportes de Castillo y otros [3, 4]. Para
esta época se les denomina métodos de operadores de
soporte.

Shashkov [5] publica un libro sobre el método
de operadores de soporte. Este texto recopila toda la
informacion existente para el momento en dicha area.
A raiz de estos trabajos se ha producido un incremento
importante en la investigacion. Dos de las aplicaciones
mas relevantes aparecen en los articulos de Hyman y
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Shashkov [6, 7], en donde se resuelven numéricamen-
te ecuaciones diferenciales que modelan fendmenos
electromagnéticos.

Castillo y otros [8], presentan aproximaciones
en diferencias finitas conservativas de cuarto y sexto
orden, tanto para la divergencia como para el gradien-
te en un mallado unidimensional escalonado unifor-
me.

Castillo y Grone [9] presentan un enfoque ma-
tricial para la generacion de operadores discretos mi-
méticos de orden superior de la divergencia y el gra-
diente. Aqui se desarrolla toda la metodologia necesa-
ria para generar dichos operadores basados en la dis-
cretizacion escalonada uniforme de un dominio uni-
dimensional. En este mismo afio, Castillo y Yasuda
[10], hacen una comparacién en cuanto al orden de
convergencia de la aproximacion numérica de un pro-
blema unidimensional, basado en dos grupos de ope-
radores discretos de divergencia y gradiente obteni-
dos por la metodologia dada por Castillo y Grone.

Con base en este trabajo se extiende, a malla-
dos no uniformes, el procedimiento descrito en [9].
También se presentan las ecuaciones algebraicas ne-
cesarias para algunos casos de mallados muy especifi-
cos, como lo son los mallados uniformes y no unifor-
mes suaves definidos por Shashkov [5].

2. ESQUEMA DE DISCRETIZACION
MIMETICA

A continuacion se describe brevemente la me-
todologia mencionada anteriormente. Primero, se
construye una matriz de divergencia S de orden ade-
cuado, de acuerdo al tamafio de la discretizacion del
dominio unidimensional en el que se desea resolver la
ecuacion diferencial, usando las férmulas usuales pa-
ra aproximar la derivada en un punto. Dicha matriz
debe satisfacer un conjunto de propiedades entre las
que se pueden destacar que: S es una matriz en banda,
Centro-Skew-Simetric, véase [11], con una estructura
tipo Toeplitz y cumple con las propiedades de suma
de los elementos de las filas iguales a cero y suma de
columnas iguales a —1,0,...,0,1; estas dos propiedades
se refieren al hecho de que al aplicar dicho operador
a una constante debe dar como resultado cero y al
teorema fundamental del célculo, respectivamente.
Como la matriz S construida de esta forma, usualmen-

te no cumple con las propiedades de orden de conver-
gencia preestablecida para el operador en todo el ma-
llado, se procede a introducir un producto interno dis-
creto generalizado; para asi, utilizando un equivalente
discreto del teorema de Green se pueda encontrar la
matriz de divergencia requerida con s6lo premultipli-
car dicha matriz por una matriz de pesos Q. El proble-
ma se reduce ahora en encontrar dicha matriz O, que
en el mejor de los casos es una matriz diagonal positi-
va definida y centro-simétrica. Para ello se considera
en primer lugar, la construccion de una matriz de di-
vergencia D, la cual es Centro-Skew-Simetric. Sus
filas interiores son las mismas de la matriz S y las
filas extremas estdn conformadas, cada una, por dos
bloques de matrices. Las filas superiores por una ma-
triz A no nula y la otra nula O y las filas inferiores se
obtienen de A, tal que, se mantenga la propiedad de
Centro-Skew-Simetric. Asi nuevamente, se modifica
el problema a encontrar la matriz 4 que cumpla con
todas las propiedades miméticas mencionadas ante-
riormente, mas las propiedades de orden de conver-
gencia. Para conseguir esta Ultima matriz, en virtud
de que las propiedades miméticas son lineales, se
puede plantear un sistema de ecuaciones lineales
Ma = b, donde las incognitas ubicadas en el vector a
son los elementos de la matriz 4, M es una matriz en
bloque conformada por matrices de Vandermonde,
matrices nulas e identidades. El vector b es elegido,
tal que, se cumplan las condiciones miméticas y de
orden. Al encontrar la matriz 4 es trivial obtener la
matriz de divergencia D. Para mas detalles véase [9].

La generalizacion que se hara de dicha metodo-
logia consiste en conformar, para un mallado escalo-
nado no uniforme, una matriz M, para lo cual es nece-
sario encontrar nuevas matrices de Vandermonde que
satisfagan las condiciones de orden.

La notacion usada, en este articulo, para las
matrices de Vandermonde es la clasica, dada por:

1 1
‘xl “ee x
Vimx,-x)=| . . . )

m m

xl e xn
donde m es el orden de convergencia del operador
diferencial involucrado y n es la cantidad de puntos
utilizados en la aproximacion.
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3. MATRIZ DE VANDERMONDE

Para obtener las matrices de Vandermonde se
utiliza el procedimiento clasico de desarrollar formu-
las de aproximacién para derivadas en un punto. Es
decir, para obtener una formula de aproximacion para
la derivada de orden k se construye un operador dis-
creto en base a una combinacion lineal de los valores
en ciertos puntos de una funcién polinomial de grado
k. Al evaluar dicha combinacién lineal para polino-
mios de grado menor o igual a k, se obtiene el valor
exacto de la derivada. Lo recientemente expresado no
es cierto para polinomios de grado mayor a k.

Con base en lo anterior, sea la funcion de prue-
ba f(x)= (x - xl/2+j)"; n=0,,---,k; para obtener una
divergencia discreta de orden k£ sobre un mallado es-
calonado no uniforme, donde los nodos extremos de
las celdas son X; <X, <---< Xm , con h =X,,=X Yy
sus puntos medios X3, <Xg, <-*<X,_,». Para detallar
lo descrito anteriormente se presenta un ejemplo mo-
delo, seglin se muestra en la Figura 1, para una confi-
guracion de cinco nodos distribuidos de manera no
uniforme, teniendo asi, cuatro celdas identificadas con
el punto medio de las mismas.

32 a2 7i2 92

Figura 1. Mallado escalonado no uniforme.

3k/2

(x1/2+,) Za/,f L. k (2)

donde se considera sélo el caso que & sea par.

Para obtener la matriz de divergencia no unifor-
me se analizan los diferentes valores que puede tomar
la variable n cuando la funcion de prueba es sustituida
en la ecuacion (2).

Si n =0 se obtiene la ecuaciéon homogénea:
J=1-k 3)

Si n=1 se obtiene:

So S

=1

+—j+3kf“ (th——} )

i=j+1

Si n =2 se obtiene:

S gr] Bo(gn-t] - o

i=j+1
j=lk

Finalmente para toda n mayor que dos se tiene:

Z:: [Zh +—jn+”z/2 [ih —%ano (6)

m=i i=j+1

=1,k

Las ecuaciones (3)-(6) se pueden resumir en el
siguiente teorema:

Teorema 1l )

a J(X)= (x_x1/2+j) s n=0L-k gy
funcion de prueba para el operador de divergencia
discreto, entonces al utilizar (2) se obtiene la ecua-
cion

S

i=1

Zh +—Jn +3kz/2: [Zl“ ,,,——j: i

m=i i=j+ m=j
j=1-k

que permite obtener los elementos de entrada de las
matrices de Vandermonde, donde 51,, es la delta de
Kronecker, definida por:

1
5171: 0

Las entradas de las matrices de Vandermonde
se obtienen a partir de los coeficientes de @ ;, que no
es mas que el elemento de la fila j y columna i de la
matriz A que conforman las primeras filas del opera-
dor discreto mimético de divergencia D.

sin=1

sin=#l

4. APLICACIONES

En esta seccion se utilizard el Teorema 1 para
obtener las entradas de las matrices de Vandermonde,
para los casos de mallados uniformes y no uniformes
suave. Para ello se considerard el intervalo [0, 1].
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4.1. Mallado uniforme

En el caso del mallado uniforme x;=¢;;
j=1,---,M donde & =(j—D)/AM=-1) representan los
nodos para un espaciamiento uniforme y M - [ es la
cantidad de celdas involucradas en la discretizacion.
Con esta notacion se calcula el tamano del paso / por
medio de la ecuacion

1
hjzxﬁ,—x/.:m:h (7)

aplicando el Teorema 1, se obtiene

J 2i-2j-1)hY ¥ 2i-2j-1)hY
Zaji[( 5 ) j +Za1‘i[( 5 ) j =9,

i=j+1
j=12,k ¥

Al simplificar, y haciendo las operaciones alge-
braicas adecuadas se llega a

3k/2

. . n 2
24, (2i-2j-1)" =23, ©)
i=1

Se multiplica por menos uno para que las ecua-
ciones resultantes sean las dadas en [9].

Las matrices de Vandermonde en este caso vie-
nen dadas por

V/:(k,2]_172]_37’3+2]_3k’1+2‘]—3k) (10)
j=1,2,-,k

4.2. Mallado no uniforme suave

En esta seccion se presenta el caso con mallado
no uniforme, dado por x; = é‘jz ;j=1---,M donde x
es una funcion suave que permite calcular los nodos
para el espaciamiento no uniforme a partir de los no-
dos para un espaciamiento uniforme ¢&; descrito ante-
riormente. Usualmente a la discretizacion obtenida
por medio de x; se le denomina espacio fisico y a la

dada por ¢ espacio logico. Asi
2j—-1

hy=x,-X,=———
(M -1)

J J+l J

=(2j-1n* (11)

Aplicando el Teorema 1, se obtiene:

j 2 n
Da,(2(i-1) =27 +2j-1) +

i=1

2

2(i-1)' =257 +2j-5) =--=6, (12)

2 1n

Sl

Para que se entienda mas claramente como se
obtiene la matriz de Vandermonde a partir de esta
ecuacion, se ilustra considerando el orden de conver-
gencia k=4,para j=1,y n=1 obteniéndose

2
—-a,, —3a,, +3a,;, +13a,, +27a,; + 45a,, = 5 (13)

De los coeficientes de esta ecuacion se obtienen
los elementos de la matriz de Vandermonde,

Vi =(4-1,-3,3,13,27,45)

De forma similar se construyen las otras matri-
ces de Vandermonde necesarias;

Vj=(4.;xl’x2"”’x6) j=1,---,4

A continuacion se presenta la ecuacion que per-
mite obtener las matrices de Vandermonde para el
caso general de un mallado uniforme dado porel X;
definido al inicio de esta seccion

(-2/7+2j-1)a, +(-2/* +2j+1)a, +--+(-2j+1)a, +

2

. K 2.
(2]—5)41](].“)+---+(9?—12k—2]2+2] +3]aj(3k 1)+

2
(9%—6k—2j2+2j—3ja{ = (14)

2
O

2

y asi la matriz de Vandermonde para j=1,2,---,k, se-
ria

. 2 . 2 . . .
Vo=(k;=2j"+2j-1,-2j"+2j+1,-,-2j+1,2j-5,-,
2 2

9%—12k—2j2+2j+3,9%—6k—2j2+2j—3) (15)

5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En esta investigacion se obtuvo una familia de
funciones de prueba polindmicas, fundamentadas en
las propiedades que las mismas deben cumplir para
aproximar la primera derivada en un punto con un
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orden de precision preestablecido. Estas propiedades
son vitales para finalmente construir el operador de
divergencia discreto mimético.

De igual manera, se han presentado casos ele-
mentales de aplicacion del Teorema 1, tratando de
dejar claro el procedimiento usado, para que asi pueda
ser implementado a otros tipos de mallados no unifor-
mes, tanto suaves como no suaves.

De una manera similar a como se construyen en
este articulo las matrices de Vandermonde para gene-
rar el operador discreto de divergencia mimética, se
pueden construir matrices de Vandermonde para obte-
ner el operador discreto de gradiente mimético. Para
ello se deben seleccionar otras funciones de prueba,
que se adecuen a la caracteristica de evaluar al gra-
diente en los puntos que representan a los nodos, los
cuales denominamos también puntos enteros; de esta
manera, para calcular el gradiente en dichos puntos
enteros, se hace por medio de la combinacion lineal
de la funcién de prueba evaluada en los puntos que
representan a las celdas, o a los que denominamos
puntos medios.

Actualmente, con base en el resultado de este
articulo se estd desarrollando una herramienta compu-
tacional, que use calculo simbdlico e involucre el cal-
culo de todos los parametros que aparecen en el pro-
ducto interno generalizado que deben satisfacer los
operadores de divergencia y gradiente miméticos.
Estos resultados pronto seran presentados en otro
articulo.
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