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Resumen

La mayoria de los estudios de la capa limite, se han realizado analizando los fenémenos particulares que se
presentan en cada una de las diferentes zonas que dividen a ésta. Tal es el caso de los estudios de Prandtl, quien
describe la capa limite dividiéndola en dos zonas representadas cada una de ellas por una ecuacion por separado,
seguido por Van Driest quien logra describir el comportamiento de estas mismas zonas en forma continua sin lle-
gar hasta la zona externa 0 estela de la capa limite, la cual fue estudiada por Coles de forma muy particular sin
ninguna conexion con las zonas antes mencionadas. El presente trabajo desarrolla una metodologia de calculo pa-
ra incorporar un modelo de turbulencia en las ecuaciones de cantidad de movimiento y de la energia, con el cual
se logra describir en forma continua los perfiles de velocidad y temperatura a través de la capa limite, abarcando
las tres zonas que dividen a ésta. Estos resultados estan en concordancia con datos experimentales obtenidos de la
literatura.
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Simulation of the turbulent boundary layer
on a flat plate

Abstract

Most of the studies about the boundary layer had been carried out analyzing the particular phenomena pre-
sented in each one of the different areas that divide this. Such it is before the case of the studies of Prandtl, who
describes the boundary layer dividing it in two represented areas each one of them for an equation for separate,
continued by Van Driest who is able to describe the behavior of these same areas in continuous form without ar-
riving until the external area or trail of the boundary layer, which was studied by Coles in a very particular way
without any connection with the mentioned areas. The present work develops a calculation methodology to incor-
porate a turbulence model in the equations of quantity of movement and of the energy, with which is possible to
describe in continuous form the profiles of speed and temperature through the boundary layer, involving the three
areas that divide this layer. These results are in agreement with experimental data obtained in the literature.

Keywords: Boundary layer, turbulence models, flat plate.

1. INTRODUCCION (v = 1,5 x 10”° m?/s) pasando sobre una placa plana a
3,3 m/s, sin que esto sea una limitante en este trabajo
ya que dicha velocidad puede ser variada arbitraria-

mente, la razon de tomar estos datos se debe a que ya

El presente trabajo desarrolla una metodologia
de calculo basado en la solucién de las ecuaciones

parabdlicas de la capa limite (conservaciéon de masa,
conservacion de cantidad de movimiento y conserva-
cion de energia), con el fin de describir en forma con-
tinua los perfiles de velocidad y temperatura a través
de la capa limite, sobre una placa plana con la ubica-
cion de inicio de calculo cerca del borde de ataque de
la placa. Para tal fin se consider6 un flujo de aire

han sido usados en pruebas experimentales por Naka-
yama [1].

La metodologia de calculo que se describe a
continuacion, se inicia con un analisis hidrodinamico
que permite generar los perfiles de velocidad y difusi-
vidad turbulenta que conducen al anélisis térmico ne-
cesario para generar los perfiles de temperaturas
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Simulacién de la placa limite turbulenta

dentro de la capa limite turbulenta, para esto es nece-
sario estudiar primero los esfuerzos de corte cerca de
la pared.

2. METODOLOGIA

Distribucion de los esfuerzos de corte cerca de la
pared

Segun lo descrito por Kays y Crawford [2], par-
tiendo de la ecuacion diferencial del momentum
(E.D.M.), se tiene que:

—| ou —lov or o p
pul—_|+pv -—+

=0 (1
ox oy oy ox )

Donde t/p es el Esfuerzo de corte aparente y se
define como:

T ou
r_ Y (2)
5 (v+e )ay

Considerando la region de flujo Couette, por
encima de la sub-capa viscosa en la cual se supone
que la componente axial de la velocidad varia solo en
la medida que se aleja de la pared (en la coordenada
"), se obtiene:

T—:1+u+vg+p+yJr (3)
To
Donde:
u v T
u + = L ; Vo = -9 5 Ur = -2
Ur ur P (4
L v(d p/dx)
v TolUg
P = =DPresion promedio, N/m’
P+= = Presion, adimensional
u = Componente de la velocidad promedio, m/s
u = Componente de la velocidad, adimensional
u; = Velocidad de corte 6 friccion, m/s
v = Componente de la velocidad promedio, m/s

v, = Componente de la velocidad en la pared, m/s
ve = Componente de la velocidad en la pared,
adimensional

x = Eje de coordenadas cartesianas, m

y = Eje de coordenadas cartesianas, m

y" = Eje de coordenadas cartesianas, adimensional
&y = Difusividad turbulenta para el momentum, m?/s
v = Viscosidad cinematica, wp, m*/s

p = Densidad del fluido, kg/m’

1 = Esfuerzo de corte, N/m?

1, = Esfuerzo de corte en la pared, N/m’

Ley de la pared para la capa limite hidrodinamica

Evaluando la ecuacién (3), para el caso en que
no existe gradiente de presion y sin transpiracion, es
decir:

(@);o = pt=0 ; vi=0 (%)
dx

Sustituyendo (5) en (3), se demuestra que el
esfuerzo de corte es constante, por lo que la ecuacion
(2) se expresa de la siguiente manera:

‘o =(v+gM)Li’;t (6)

La ecuacion (6) es valida para el modelo de
capa limite hidrodinamica de dos regiones, las cuales
se describen a continuacion:

a. Sub-capa laminar o viscosa

En esta zona de la capa limite se asume que:
v» ey — ey~=0.

Sustituyendo en la ecuacion (6), integrando y
expresando en términos adimensionales, se obtiene:

wt o=yt (7

b. Capa totalmente turbulenta

En esta zona de la capa limite se asume que:
v «er—>v=0.

Sustituyendo en la ecuacion (6), se obtiene:

TO:gMdL_l ®)
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Teoria de la longitud de mezcla de Prandtl

La teoria de la longitud de mezcla de Prandtl
propone la siguiente expresion para la difusividad tur-
bulenta hidrodinamica &,:
ou
oy

12

©

EM =

Donde: k = Constante de Van Karman (k=0,41) y
/= Longitud de mezcla de Prandtl y /=ky.

Sustituyendo en la ecuacion (8), y expresandola
en términos adimensionales, se obtiene:

2
L= ()2 | 2 (10)
dy+

Ordenando e integrando para un limite critico
de la sub-capa viscosa de U it = y+crit,:1058 se obtiene:

ut =2,44Lny" +5,0 (11
Teoria de la longitud de mezcla de Van Driest

La teoria de la longitud de mezcla de Van
Driest propone para la longitud de mezcla, una varia-
cion continua a través de la zona de la pared y es dada
por:

+ +
I=ky[1-e- V1477 (12)
Donde A" =25

Sustituyendo en la ecuacion (9) y expresado en
términos adimensionales, se obtiene:

cM du™

+

=yt 1—em T /A2 (13)

dy

Sustituyendo en la ecuacion (6), expresada en
términos adimensionales, se obtiene una ecuacion de
segundo grado que es:

2
I dut . du™ -0 (14)
dy+ a’yJr

Donde:
A" = Constante de la Ec. Van Driest.
L = Término de la Ec. Van Driest, el cual se de-
fine seglin se indica en la siguiente ecuacion

L=(kyt)2[l-e 0 /4]2 (15)

Resolviendo la ecuacion de segundo grado con-
siderando solo el signo (+) e integrando numérica-
mente, se obtiene:

. yj+(_l+dey+ (16)
0

u =
2L
Ley de la estela de Coles
Para representar el perfil de velocidad en la re-

gion externa (Estela) de la capa limite, Coles propone
la siguiente expresion [3]:

ut :I—Lny+ +B+£f(77) (17)
k k
Donde:
f(n);Senz(%nj;3772—2773 (18)
Con:
77=(lj ; B=5 -2k
o 2
A =235

y para placas planas: I1=0,47

A = Parametro de la Ec. Coles

B = Constante de la Ec. Coles

IT = Parametro Wake de la Ec. Coles

& = Espesor de capa limite local, m

n = Parametro adimensional de Coles y se puede ex-
presar en funcion de y* de la siguiente manera:

y " (19)

Sustituyendo la ecuacion (19) en (17), se ob-
tiene:

+
ut :LLnyJr +B+£Sen2 zy (20)
k k 2 5%
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Donde 6" = Espesor de capa limite adimensional y se
obtiene evaluando la ecuacion (20), para el caso en
que 7=1—u" =u"ya

Si y=0 — u=u, ; por lo tanto, se puede decir
que:

u 1

[2
u Zude.ZZZ Q: U (21)

2

Donde: Cf= Coeficiente de friccion local.

Sustituyendo en la ecuacion (20) y despejando
o', se obtiene:

5 = ek{\/ngl?Senz(;H (22)

Los resultados que se obtienen con estas ecua-
ciones no satisfacen la condiciéon u = u,, razon por la
cual el autor de este trabajo propone una correccion
para la ecuacion propuesta por Coles, la cual se des-
cribe a continuacion:

Partiendo de la condicion principal de que, para
n=1—u" =u"y = Ctte., y ademas du'/dy" = 0. A
fin de satisfacer ambas condiciones se propone la si-
guiente expresion:

n=ay’ /5" (23)

Donde a = Factor de correccidon y sustituyendo
en la ecuacion (20), se obtiene:

u; =any+ +B+2—HSen2 ar (24)
k k 2

+

Derivando la ecuacion (24) e igualando a cero
(du'/dy" = 0), se obtiene:

0=(2aAT)Sen| = |Cos| & (25)
2 2
El valor de a que satisface esta expresion es:
a=1,192

De igual forma el término 6 queda afectado
por el factor a de la siguiente manera:

5t _ (&) 26)

Los resultados que se obtienen introduciendo
este factor de correccion en la ecuacion de Coles, se
ajustan al valor maximo de la velocidad seleccionado
(u = u, = 3,3 m/s) y ademas cumple con la condicion
du'/dy" = 0. Con estos resultados del analisis hidrodi-
namico (los cuales seran mostrados mas adelante) se
inicia el analisis térmico, el cual complementa el de-
sarrollo del presente trabajo. Para tal fin es necesario
estudiar la distribucion de calor dentro de la capa li-
mite.

Distribucion de calor cerca de la pared
Segun lo descrito por Kays y Crawford [2], par-

tiendo de la ecuacion diferencial de la energia
(E.D.E.), se tiene que:

0x oy pc\ Oy

Donde ¢ = Flujo de Calor total por unidad de
area y se  define como:

(28)

ot
g =—-pcla+en
(a+en S

C = Calor especifico a P=Ctte, J/kg-K

= Temperatura promedio, °C 6 K

o = Difusividad térmica, m?/s

ey = Difusividad turbulenta para la transferencia
de Calor, m%/s.

Sustituyendo la ecuacion (28) en la (27) y con-
siderando la region de flujo Couette, por encima de la
sub-capa viscosa se obtiene:

9y, PN T) (29)
9, 4,
Introduciendo los siguientes términos adimen-
sionales:

P Ve (30)
9, u,
Sustituyendo en la ecuacion (29), se obtiene:
q ) + 4+

-_— = 1 + Vv o t 31
i (1)
Donde: ¢* = Temperatura adimensional

.= Flujo de calor por area de interfase, W/m®
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Ley de la pared para la capa limite térmica

Evaluando la ecuacion (31), para el caso en
que no existe transpiracion, es decir: v, = 0

o

Por lo tanto el flujo de calor, en la zona de la
pared es constante, es decir: ¢' = ¢, = Ctte

Considerando el flujo de calor total, g .La ecua-
cion (28) se puede expresar de la siguiente manera:

e (g4 g,)90 (32)
pe dy

Integrando y expresando en términos adimen-
sionales, se obtiene:

. dy
‘T {(1 gﬁj (33)
7+7
Pr 1%

La ecuacion (33) es valida para el modelo de
capa limite térmica de dos regiones, las cuales se des-
criben a continuacion:

a. Sub-capa laminar o viscosa

En esta zona de la capa limite térmica se asume
que: vy»ey —ey/v=0.

Sustituyendo en la ecuacion (33), se obtiene:
¢ =[Pray' = 1 =Pry' (34)
0

b. Capa totalmente turbulenta

En esta zona de la capa limite térmica se asu-
me que: Vv«ey — ey/vED.
Sustituyendo en la ecuacion (33), ordenando e
integrando para un limite critico de la sub-capa visco-
o .
sade: y oit= 13,2 ; se obtiene:

13,2

t" = I Prdy” + 1dy
0

j*z(Pr+iHj (35)

Teoria de la longitud de mezcla de Prandtl

La cual propone, basandose en la analogia de

Reynolds que:
M= kyt = (36)

En funcién a esto, el término en el denominador
de la ultima integral en la ecuacion (35), se puede
transformar corrigiéndolo con el Numero de Prandtl
turbulento (Pr,), de la siguiente manera:

(1— + 8—”) = ky; (37

Sustituyendo en la ecuacion (35), se obtiene:

v +
1" =13,2Pr+ IM (38)
13,2 ky

Integrando y evaluando para: k = 0,41;
Pre=¢y/ e5=10,9 y Pr> 0,5 se obtiene:

¢ =2,195Lny"* +13,2Pr—5,66 (39)

Teoria de la longitud de mezcla de Van Driest

La cual propone para la longitud de mezcla, lo si-
guiente:

z:kyl—e{;J (40)

Donde A" = 25

Sustituyendo en la ecuacion (9) y expresado en
términos adimensionales, se obtiene:

y

=l

2yt 1—e d’ﬂ (1)
1% dy

Donde:
du” | |-1+ 1+ 4L
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Modelo del Pr; para la zona totalmente turbulenta

Para representar el perfil de temperatura en la
zona totalmente turbulenta, se debe sustituir en la
ecuacion (33), los siguientes términos.

La difusividad turbulenta para la transferencia
de calor (gg), es corregida con el Numero de Prandtl
Turbulento (Pry), como sigue:

g, = Su (43)

-D (44)

Donde:

[1/CPCt \/PI‘_too ]

D=(CPe,)’|1-€ )

gM
Petz(v jPr (46)

C = Constante experimental del fluido

D = Término de la Ec. Prandtl turbulento

Pe; = Numero de Peclet turbulento

Pr = Numero de Prandtl, v/a

Pr, = Nuimero de Prandtl turbulento

Pr,, = Numero de Prandtl turbulento evaluado
en corriente libre del fluido

Sustituyendo en la ecuacion (33), se obtiene:

o+ :):'_* dy+
0

Pr v Pr, “7)

Desarrollo de la difusividad turbulenta para el
momentum

Partiendo de la ecuacion (1), la cual correspon-
de a la ecuacién diferencial de momentum (E.D.M.).
El autor desarrolla en el presente trabajo la siguiente
metodologia para definir una expresion que permita

obtener la difusividad turbulenta para el momentum,
con la cual se logra resolver la ecuacion (47), para
obtener los perfiles de temperatura locales, en forma
continua a lo largo de la capa limite sobre una placa
plana. Es importante sefialar que en la zona de la este-
la (wake), las componentes de la son diferentes de
cero, pero si se puede decir que el gradiente de pre-
sion es despreciable.

Como primer paso, se define el esfuerzo de cor-
te como:

Ly = [(v ¥ sM)‘;—“;} (48)

Sustituyendo en la ecuacion (1), se obtiene:

_( Ou —_[ ov oL,
u| — \+v| — |- =0 (49)
Ox oy oy

Integrando numéricamente, se obtiene:

Ly = [(fu+ fv)dy (50)

Donde: L), = Término difusivo de la Ec. Momentum y
los términos fu y fv, se definen como:

fu=ﬁ(g—Zj y fvﬂ(g—ZJ (51)

El campo de velocidades % es conocido de
las soluciones anteriores (Van Driest + Coles) para
distintos valores de (x), por lo que es facil determinar
la funcion (fu).

El campo de velocidades V no es conocido,
por lo que es necesario usar la ecuacion de conserva-
cion de masa a fin de calcular (dv/dy) y luego inte-
grando se calcula V tal como se describe a continua-
cion.

Partiendo de la ecuacion de continuidad:

[ O ) I A (52)
Ox oy

Despejando v e integrando, se obtiene

f(Ee e

Una vez conocido ambos campos de velocida-
des u y Vvse procede al calculo numérico de las fun-
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ciones (fu) y (fv), para luego integrar la suma de am-
bas funciones y determinar al término difusivo ().
Conocido (L)), se procede a calcular la difusividad
turbulenta para el momentum (ey), la cual se puede
expresar como sigue:

LA/I — v

E m = 8—_
u
(ayj 9

Definida la difusividad turbulenta para el mo-
mentum (&), se sustituye en la ecuacion (47) con la
que se obtiene el perfil de temperatura local en todo el
espesor de capa limite, recorriendo en forma continua
las tres zonas en que se divide ésta.

3. DISCUSION DE RESULTADOS

Una comparacion con los datos experimentales
obtenidos por Anderson [4], para valores de Re-
Delta2 = 1251, 2240 y 3093 (ReDelta2 = Numero de
Reynolds del espesor del Momentum, x Delta2/v), se
muestra en la Figura 1, donde se observa que en la
cercania de la pared, la ecuacién (7) se comporta de
forma similar a los datos experimentales. Mientras que
un poco mas lejos de la superficie de la pared, por en-
cima de la sub-capa laminar o viscosa, la ecuacion
(11) se aproxima a los datos experimentales mante-
niendo el mismo comportamiento en la zona externa
de la capa limite. En cambio la ecuacion (16) logra
acercarse con buena precision al comportamiento de
los datos experimentales tanto en la zona viscosa co-
mo en la zona turbulenta, siguiendo con igual compor-
tamiento en toda la zona externa de la capa limite.

u+

Ut ws ¥+ Exp. (ReDelta2 = 1257, 2240 y 3093)
—&— U+ws ¥+ Sub-Capa Laminar
— U+ws ¥+ Capa Turbulenta
—— U+ws ¥+ %an Driest

i HE -
10 10 10 10 10
y+

Figura 1. Perfiles de velocidad adimensional en la capa
limite turbulenta.

Es importante sefialar que estos resultados son
validos solamente cuando no hay gradiente de presion
ni transpiracion.

Los resultados obtenidos con las ecuaciones
(20) y (22) las cuales representan la ley de la estela de
Coles sin corregir, se muestran en la Figura 2.

Grafica de U ws Y, sin Correccion

u [miés)

0 002 0.04 0.08 00s 01 012
¥ (m)

Figura 2. Perfiles de velocidad dimensional en la capa
limite turbulenta.

Introduciendo el factor de correccion en las
ecuaciones antes citadas se logra satisfacer ambas con-
diciones para # = 1=>u" =u'yy = Ctte., y
ademas du'/dy" = 0, como se puede observar en la Fi-
gura 3.

Grafica de U ws ¥ Corregida
35 ; ; i

a3
8

25

u [mis)

0 i i i i i i i i i i
0 001 002 003 004 005 006 007 008 003 O
y (m)

Figura 3. Perfiles de velocidad dimensional corregida en la
capa limite turbulenta.

En la Figura 4 se muestra el perfil de velocidad
adimensional de Van Driest, representada por la ecua-
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cion (16), la cual es constante para cualquier posicion
a lo largo de la placa plana, seguida de una familia de
curvas que representan los perfiles de velocidades
adimensionales de la estela de Coles corregida, repre-
sentada por las ecuaciones (24) y (26) evaluada para
varias posiciones a lo largo de la placa plana, las cua-
les se ajustan al comportamiento de los datos experi-
mentales de Anderson.

Grafica de U+ ws Y+ con Los Datos Experimentales

251

u+

= Y+ Calculados (1865 < ReDelta2 < 2722)
U+vs ¥+ Exp. (ReDelta2 = 1281, 2240 v 3093) |

0 Ll : L : T ; e
10 10 10 10 1ot
!f'+

Figura 4. Perfiles de velocidad adimensional corregida en
la capa limite turbulenta.

La Figura 5 muestra una comparacion de los
perfiles de temperatura representados por la ecuacion
(34), que corresponde a la sub-capa laminar o viscosa,
la ecuacion (39), que corresponde a la capa totalmente
turbulenta y la ecuacion (47), que corresponde al mo-
delo de Van Driest, observandose que esta ultima se
ajusta completamente al comportamiento de los datos
experimentales de Anderson, tanto en la zona viscosa
como en la totalmente turbulenta, conservando igual
comportamiento en la zona externa de la capa limite
térmica.

t+vs y+, wan Driest contra Los Datos Experimentales

25

o f-----

t+

—&— t+ws y+ Sub-Capa Laminar
t+vs y+ Capa Turbulenta
—— t+ws y+Van Driest
« t+vs y+ Exp. (ReDelta2 = 2605

0 i
10 10 10 10 10
y’+

Figura 5. Perfiles de temperatura adimensional en
la capa limite térmica.

La Figura 6, muestra los resultados que se ob-
tienen con la ecuacion (47) usando los datos de la di-
fusividad turbulenta para el momentum (&), que se
obtiene con la ecuacion (54) producto del modelo de-
sarrollado en la ultima parte del presente trabajo. Es
de hacer notar que el perfil de temperatura obtenido
muestra un comportamiento similar e incluso en algu-
nos puntos se ajusta completamente a los datos expe-
rimentales obtenido por Anderson, los cuales han sido
el patrén de referencia y validacion de los resultados
mostrados en este trabajo. Sin embargo existe cierta
discrepancia en la zona cercana a la pared, observan-
dose que el perfil de temperatura obtenido se encuen-
tra un tanto desplazado hacia la parte inferior, lo cual
pareciera obedecer a los errores sumados por los con-
tinuos métodos de integracion numéricos utilizados a
lo largo de toda la metodologia desarrollada en el pre-
sente trabajo.

t+vs y+, Datos Calculados v Experimentales
T

t+

P SRR N X 51 S —— t+vs y+ Calculados (ReDelta2 = 2607 1)
: « t+vz y+ Exp. (ReDelta2 = 2603)
T T

2
10 10 10° 10° 1o
}l’+

Figura 6. Perfiles de temperatura adimensional en la capa
limite térmica.

4. CONCLUSIONES

Siguiendo la metodologia presentada en este
trabajo, se logra generar en forma contintia los perfi-
les de velocidad y de temperatura locales a lo largo de
la capa limite, abarcando las tres zonas que dividen a
ésta, a diferencia de los trabajos publicados en la lite-
ratura como son los estudios de Prandtl, quien descri-
be la capa limite con dos zonas representadas cada
una de ellas con una ecuacion por separado, seguido
por Van Driest quien logra describir el comportamien-
to de estas mismas zonas en forma continua sin llegar
hasta la zona externa 6 estela de la capa limite, la cual
fue estudiada por Coles de forma muy particular sin
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ninguna conexién con las zonas antes mencionadas.
La metodologia del presente trabajo no solo logra uni-
ficar los resultados obtenidos por Van Driest y Coles
sino que aporta una mejora a la ecuacidén propuesta
por Coles, introduciendo un factor de correccién nece-
sario para satisfacer la condicion de la derivada de la
velocidad igual a cero en la corriente libre del flujo.
Estos resultados han sido comparados y validados con
datos experimentales obtenidos de la literatura .
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