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Abstract.-

The practical use of stochastic models in areas of applied research such as: finance, infectious diseases dispersal,
telecommunications, audio signal processing, optimum process control, machines of learning, global position
systems, and physical systems, among other applications. Five filtering algorithms were implemented: extended
Kalman filter (EKF), generic particle filter (GPF), particle filter with resampling (RPF), ensamble Kalman Filter
(EnKF) , and sigma-point Kalman filter (SPKF). The proposed algorithms allow the approximate reconstruction of
the marginal distributions a posteriori of the unknown states of the system. The methodology is illustrated using two
stochastic models that come from the world of finance. In the empirical study, it is shown that the filters have good
performance in the estimation of the states. No significant differences were observed between the estimated values
and the true values. The quality of estimation of the algorithms is evaluated by the goodnes of fit measure through
the calculation of the root of the mean square error obtaining small estimation errors, in addition we estimated the
execution times of the algorithms obtaining satisfactory results.

Keywords: filtering algorithms; models space states; equations stochastic differential.

Inferencia para modelos de ecuaciones diferenciales estocésticas usando
algoritmos de filtrado

Resumen.-

El uso practico de modelos estocasticos en areas de investigacion aplicada tales como: las finanzas, dispersion
de enfermedades infecciosas, telecomunicaciones, procesamiento de sefiales de audios, control 6ptimo de
procesos, maquinas de aprendizaje, sistemas de posicioén global, y sistemas fisicos, entre otras aplicaciones. Se
implementaron cinco algoritmos de filtrado: filtro de Kalman extendido (FKE)), filtro de particulas genérico (FPG),
filtro de particulas con remuestreo (FPR), filtro Kalman de ensambles (FKEN), y el filtro de punto sigmas (FPS).
Los algoritmos propuestos permiten la reconstruccion aproximada de las distribuciones marginales a posteriori de
los estados desconocidos del sistema. La metodologia es ilustrada usando dos modelos estocdsticos que provienen
del mundo de las finanzas. En el estudio empirico, se demuestra que los filtros tienen buena performance en
la estimacién de los estados y no se observé diferencias significativas entre los valores estimados y los valores
verdaderos. La calidad de estimacién de los algoritmos es evaluada por la medida de bondad de ajuste a través del
célculo de la raiz del error cuadritico medio obteniéndose errores de estimacion pequefios, ademds se estimaron
los tiempos de ejecucion de los algoritmos obteniéndose resultados satisfactorios.
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1. Introduccion

Los fendémenos que ocurren en el mundo
real por lo general son modelados por proceso
de Markov, estos son modelos probabilisticos
adecuados para tratar datos que tienen una es-
tructura secuencial. Un proceso de Markov es
un proceso de tiempo continuo con trayectorias
continuas, pero no diferenciables. El ejemplo
mas evidente es un sistema dindmico donde los
estados evolucionan en el tiempo. En un sistema
dindmico los estados son parcialmente observa-
dos, solo se tienen mediciones aproximadas del
sistema subyacente, las muestras observadas son
incompletas, tienen errores y un comportamiento
no lineal en la mayoria de los casos. Uno de
los objetivos del andlisis de estos procesos de
difusién es comprender mejor el funcionamiento
de los sistemas ocultos para hacer prediccién. Por
ejemplo en el estudio de un sistema de valoracion
de activos financieros, un andlisis adecuado puede
ayudar a mejorar la toma de decisiones, en el
estudio de una enfermedad endémica comprender
su naturaleza puede contribuir a minimizar el
impacto en la sociedad y desarrollar estrategias
que permitan erradicarla, o en la elaboracion
de modelos complejos espacio temporales que
permitan comprender la dindmica del sistema del
tiempo, pueden ayudar a tomar medidas sobre
el cambio climatico, lo cual puede tener fuerte
impacto sobre el desarrollo de la agricultura y en la
contaminacion del medio ambiente en las grandes
ciudades.

En la inferencia estadistica para modelos de
ecuaciones diferenciales estocdsticas se estd in-
teresado en estimar el proceso de Markov (so-
luciéon de la ecuacién) usando toda la trayec-
toria o el valor esperado de algin funcional
del proceso estocdstico tales como: los momen-
tos, las distribuciones marginales a posteriori, o
las distribuciones a posteriori predictivas, etc.;
las cuales generalmente no estdn disponibles
en forma cerrada (analitica), también interesa
reducir la varianza de la solucidén; es decir,
se desea determinar soluciones aproximadas a
partir de los datos observados con el minimo
costo computacional y que los estimadores tengan

propiedades optimas. Hay una extensa literatura
para tratar estos problemas, ver por ejemplo [, 2,
3], 41, 15, 6}, [7]], entre otros.

Las técnicas Bayesianas son sefaladas como
métodos de estudio para estos sistemas dindmi-
cos. La formulacién espacio estado introduce
los algoritmos de filtrado que permiten calcular
la densidad de probabilidad a posteriori de los
estados ocultos del sistema. Los modelos espacio
estados, son procesos de Markov, que describen
la dependencia probabilista entre dos procesos
estocasticos, uno basado en una ecuacion de estado
y otro basado en una ecuacién de observacion.
Las estructuras de estos modelos son ampliamente
utilizadas en muchas aplicaciones tales como:
economia y finanzas [8, 9, [10} 11} [12} [13] entre
otros, en robdtica [14], en biomedicina para
caracterizacion de moléculas de enfermedades
[15]], para encontrar conexiones en ADN [16} [17]],
sistemas bioldgicos [18], epidemiologia [19, [20,
21]], para datos del servidor de la web [22], para
datos de control del trifico [23]], y para modelos
de precipitaciones [24} 25, 26, 27, 28]], entre otros.

El resto del articulo se como sigue: en la Seccién
2 se definen los modelos espacio estado y los
sistemas dinamicos, en la Seccién 3 se definen
los algoritmos a implementar, en la Seccién 4
se muestra una aplicacion, y en la Seccién 5 se
establece una discusion y las conclusiones.

2. Modelos espacio estado y los sistemas

dinamicos

Estamos interesados en dos problemas de in-
ferencia estadistica relacionado con los modelos
espacio estado (MEE), el primer problema es la in-
ferencia de los estados y el segundo problema esta
relacionado con la inferencia de los pardmetros. En
general los modelos espacio estados se representan
por:

Xo ~ p(xo)

X ~ p(xilxe-1,0)
Vi ~ pPOlx, @) 5 k=1,2,... (1)
donde:

® X, es un estado inicial conocido.
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= x; € R” es un vector de estados en un tiempo
k, que puede ser continuo o discreto.

= § € O C R’ es un vector de pardmetros.

= y; € R™ es un vector de observaciones en un
tiempo k.

» p(x|xx—1,6) es un modelo dindmico el cual
describe las dinamicas estocasticas del sis-
tema. El modelo dindmico puede ser una
densidad de probabilidad.

= p(yrlxx, ) es el modelo de medicidn, que es
la distribuciéon de las mediciones dado los
estado y parametros.

En la Figura se muestra una representacion
grifica de los modelos espacio estado compuesto
por un proceso latente denotado por x;, y un
proceso observado denotado por y;,.

002

Figura 1: Representacién de una cadena de Markov.

Se supone que el modelo dado en (I)) es un
proceso de Markov, lo que significa que tiene el
siguientes dos propiedades:

1. Los estados {x;:k=0,1,...} forman una
secuencia de Markov de primer orden, esto
es:

DXl X1k=15 Yi:k=1) = (Xl Xe—1)

2. La observacion y, dado el estado x; es
condicionalmente independiente de las obser-
vaciones y los estados, esto es:

POkl X k=1, Yik=1) = Pl xx)

Los MEE discretos implican que los procesos
dindmicos y de medicion son procesos discretos
en el tiempo, mientras que los MEE discretos-
continuos implican que el proceso dindmico es
un proceso continuo en el tiempo, y el proceso

de medicién es un proceso discreto en el tiempo.
Los MEE se agrupan en MEE lineales y MEE
no lineales, dependiendo de la estructura de los
procesos dindmicos y de medicion.

Definicion 1. (Modelo espacio estado lineal dis-
creto). En este caso se tiene que la ecuacion de
observacion, y la ecuacion de estado son ambas
discretas; entonces el modelo definido en se
define como:

Xo ~ N(my, Py)
X = Micix—r + umy (2)
Vi = Hixg + v 3)

donde Mi_; es la matriz de transicion de la
ecuacion de estado, u_, ~ N(O, Qy_1) es un vector
de ruidos aleatorios de la ecuacion de estado,
H, es una matriz de la ecuacion de observacion,
vi ~ N(O,Ry) es un vector de ruidos aleatorios
de la ecuacion de observacion, y xy es un estado
inicial.

Definicion 2. (Modelo espacio estado lineal
continuo-discreto). En este caso se tiene que la
ecuacion de observacion es discreta, mientras
que la ecuacion de estado es continua, el modelo
definido en ({I)) se define como:

dx; = Mx,dt + L,dB;
Vi = Hixy + vi 4)

donde M : [0,00) — R™ y L : [0,00) —» R™
son funciones de matrices, B, es un movimiento
Browniano s—dimensional con densidad espectral
Q. € R™, H, es una matriz que mapea la
ecuacion de observacion, y v, ~ N(0,Ry) es un
vector de ruidos aleatorios de la ecuacion de
observacion.

En la vida real existen pocos fendmenos con
comportamientos lineales y con distribuciones
Gaussianas, la mayoria de estos sistemas son no
lineales y con errores que tienen comportamiento
no Gaussianas. En el caso lineal y distribucion
Gaussiana se pueden estimar las distribuciones
filtradas analiticamente utilizando el algoritmo del
filtro de Kalman.
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Definicion 3. (Modelo espacio estado no lineal
discreto). En este caso se tiene que la ecuacion de
observacion, y la ecuacion de estado son ambas
discretas, el modelo definido en (|1)) se define como:

Xo ~ N(myg, Py)
X = Moy (xmr) + gy (5)
Vi = Hi(xe) + vi (6)

donde: M : R" — R" es una funcion no lineal de
las dindmicas de los estados, H : R" — R" es una
funcion no lineal de la ecuacion de observacion,
Ux—1 Y Vi son errores que pueden ser Gaussianas o
no Gaussianas.

Definicion 4. (Modelo espacio estado no lineal
continuo-discreto). En este caso se tiene que la
ecuacion de observacion es discreta, mientras que
la ecuacion de estado es continua, el modelo
definido en ([I) se define como: El modelo espacio
estado no lineal discreto-continuo se puede escri-
bir como:

dx, = M(x,, tH)dt + L(x,, t)dB, @)
yi = Hx,) + v (8)

donde M : R" x [0,00) — R" es una funcion no
lineal de la ecuacion de estado, L : R" X [0, 00) —
R™S es una funcion de matrices valoradas, B, es
un movimiento Browniano, H : R" — R" es una
funcion de la ecuacion de observacion, y vy es
un vector de ruidos aleatorios de la ecuacion de
observacion que puede o no ser Gaussiana.

Cuando se integra el proceso dindmico discreto-
continuo dado en la ecuacidn (7)) desde un estado
inicial #, hasta ¢ donde (¢y < t), se obtiene:

xi(t) = xi(ty) + f Mi(xg, $)ds +

fZLij(xs,s)dBj(s) coi=1,...,n (9
l()j

=1

donde la primera integral del lado derecho de la
ecuacion dada en (9) es una integral de Lebesgue,
mientras que la segunda integral es una integral
estocdstica de tipo Ito, (ver @ksendal, (2003) [4]],

y Jazwinski, (1970) [3]], entre otros). Este proceso
puede interpretarse como un sistema determinista
gobernado por la parte no aleatoria de la ecuacién
pero perturbado por un ruido aditivo dado por
la integral estocdstica. A un proceso estocdstico
de la forma (9) se le llama proceso de Ito y
para que esta ecuacion tenga alguna solucion se
deben imponer condiciones en los coeficientes.
De manera andloga al caso deterministico, los
teoremas bdasicos de existencia y unicidad para
ecuaciones diferenciales estocésticas establecen
que bajo ciertas condiciones de regularidad para
los coeficientes M(x;, 1) y L(x,, 1), la ecuacion dada
tiene una solucién unica, por ejemplo, si My
L satisfacen las siguientes condiciones:

= Condicion de Lipschitz en la variable x:

IM(x, 1) = My, ) +

IL(x, 1) = L(y, ) < Klx = > (10)

= Condicidén de crecimiento en x, es dada por:

IM(x, 0 + |L(x, O < KA+ 7)) (11)

= x(0) es independiente de (B(¢),0 < t < T),
y Ex*(0) < oo, entonces existe una Unica
solucién fuerte de x, de la ecuacién (7)), que
tiene trayectorias continuas, mas aun:

E( sup Ex;? < C(1+ ExZ(O))) (12)
0<t<T
donde C es una constante y depende solamen-
tede KyT.

Ademés, la funcion de densidad de probabilidad de
transicion de la solucién x; obedece a la ecuacién
de Fokker-Planck-Kolmogorov. En este caso a tal
solucién se le llama solucion fuerte. Los teoremas
basicos no establecen la forma de encontrar la
solucién a una ecuacidn estocastica dada.

La forma clasica de aproximar es suponer
una particién de puntos en un intervalo [c,d],
como sigue: ¢ =ty < t; <...<t, =d. Laintegral
de Riemann se aproxima por:

d n
fc f(x)dx = gg%ﬂ%n (13)
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donde At; = t; — tiy, y iy < t; < t;. En forma
similar, la integral de Ito se aproxima por:

i m
ffwm:mewi
c =1

donde AB; = B,, — B,_, es un paso del movimiento
Browniano en [c, d]. Para resolver analiticamente
la ecuacién dada en (9)), se necesita introducir la
regla de la cadena para diferenciales estocasticos,
llamada la férmula de Ito, que se define como

(14)

sigue, supongase que ¥ = u(x(), t) u : RXx

[0,T] — R, es continua, y g‘t‘, gﬁ‘c, 3”2‘, existen y
son continuas entonces:
0 0

dy :—”(x(t), fdr + —”(x(t), fdx +
MZMDMM)
ou Ou 1 0%u ou
== U2 ar+ ZraB (s
ot (9xM 2 0x2 0x (15

El término (dx)* se interpreta utilizando las
siguientes identidades:

» dtdt = 0.
» dtdB, = dB,dt = 0.
m dB,dB, = dt

Una forma muy utilizada en aplicaciones es que en
vez de utilizar un método numérico para resolver la
ecuacion dada en (7)), se considera que la solucién
X; es una variable aleatoria que surge cuando se
toma el limite y se hace tender a cero el tamafio
del paso del método numérico; esto es, para una
colecciodn finita de tiempos ) = 79 < 7y < ... <
T, < < 1, = t; denota una discretizacion
de un intervalo [, ?,]. Supdéngase que para j =
1,...,J, existe un entero n; que verifica t; = tnj»
con ng = 0. Sea (A);<,<y una secuencia de los
tamafios de los pasos definida por A, = 7, —
To-1, Y A = maXj,<y A, es el tamano maximal.
Entonces la aproximacién de Euler-Maruyama de
la ecuacion define un modelo de series de
tiempo de Markov no lineal con dindmicas dadas
por:
Xp =Xp-1 t+ An/\/((-xn—l’ Tn—l) +
L(xn—la Tn—l) \/A_n{n; {n

~N(0,07) (16)

Te6ricamente el sistema continuo dado en (7)), es
observado imperfectamente a través de un proceso
de observacion y; € R que esta relacionado
con el proceso x; mediante el siguiente modelo
estadistico:

yi =H(x,) + €55 € ~ NO,07);
0<j<J (17)
donde: y;; = (y1,...,Y,) es un vector de medidas

de observaciones, € = (ey,..., €;) representan los
errores de medicion, el término de la regresion es
la realizacion de un proceso de difusion H : R —
R, donde H es una funcién que puede ser lineal o
no lineal. El caso mas sencillo es la regresion lineal
H(x,,) = X

Usando la aproximacion del proceso de difusion
por el esquema de Euler-Maruyama, se aproxima
el modelo estadistico en la forma espacio estado,
como sigue:

Xp =Xp-1 + An/\/((-xn—l’ Tn—l) +

Lot Tue) VAL & ~ N0, (18)
Yo =Xp + & € ~ N(0,07) (19)

En lo que sigue nos centraremos en el problema
de filtrado, y la prediccion de procesos que tienen
dindmicas continuas, y que son observados en
tiempos discretos. Por ejemplo, las dindmicas de
las trayectorias que recorren los vehiculos en
el espacio son continuas, pero las observaciones
son tomadas en instantes de tiempos discreto.
El objetivo es obtener aproximaciones por filtros
lineales y no lineales la solucion de una ecuacion
diferencial estocéstica (EDE) tipo Ito dada en (7).

Dada las observaciones yi.r = (y1,...,y7), la
estimacion de x; es llamada filtrada si &k = T,
suavizada si k < T,y predicciéon si k > T. En
este trabajo se trata el problema del filtrado, donde
la solucién de la ecuacién (7)) es una funcién de
densidad de probabilidad condicional de x; dada
todas las observaciones y; .

La motivacion principal es hacer inferencia
bayesiana usando una estructura de un modelo
de espacio estado. Se asume una distribucién
a priori para los pardmetros p(f), y se quiere
estimar la distribucion a posteriori de las siguientes
cantidades:
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= p(Oly1.0).
= p(Xoxlyik)-
= (6, X0l 1:40)-

Cuando 6 es conocido, y xo, es desconocido, la
distribucién conjunta de los estados es dada por:

p(xo.) = pOelx—) p(xi-i|x—2) - . . p(x11x0) p(x0)

= p(xo) | | PO (20)
i=1

donde p(xy) es una densidad inicial a priori. La
verosimilitud de los datos viene dada por:

PO1xo) = pOrilx)p(valx) . .. p(yelx,)

t
= | | porix 21)
i=1
La distribucion a posteriori viene dada por:
p(ylst|x0:t)p(x0:t)
P(Xoulyr:) = (22)
fp(ylzt|x0:t)p(x0:t)dx0:t

Cuando 6, y xp,; son desconocidos, se puede
disefar un algoritmo Monte Carlo que permite
muestrear de las distribuciones a posteriori mar-
ginales p(0|xo.x, V1:x), ¥ P(Xox|y1x, 6). Entonces, se
puede construir una cadena de Markov sobre los
estados (6, x;.;), con distribucién estacionaria dada
por p(6, x1.|y1.x). La razén de disefiar un algoritmo
sobre estos modelos espacio estado es la forma
como estan definidos (]I[), lo cual permite escribir
la distribucion estacionaria del algoritmo hasta una
constante de proporcionalidad:

k

A= [1_[ p(xilxi_y, 9)]
i=1 .

B=U7pmmﬂﬂ
i=1

PO, x14[y14) < p(O)p(x0l0) (A) (B)

Por lo tanto, es claro como utilizar los pasos de
actualizacion dentro del algoritmo. En la mayoria
de las aplicaciones no es complicado implementar
el algoritmo (23) dado que su distribucién es
estacionaria. Una forma natural de implementar el
algoritmo es:

(23)

= Se muestrea xp; dado 'y yy.

= Se muestrea 6 dado xo.x Y yi«-

3. Algoritmos

Si se considera que 6 es conocido entonces la
tarea se reduce a estimar la distribuciéon margi-
nal p(xily1x). El cdlculo de p(x|yix) se realiza
recursivamente debido a que las mediciones son
recibidas secuencialmente. Este procedimiento
recursivo conduce a un algoritmo de filtrado
Bayesiano. El proceso recursivo es inicializado
usando una densidad de probabilidad asociada
con la informacién a priori de los estados para
algunas observaciones dadas. El algoritmo se
resume en tres pasos: primero se genera una
semilla inicial x) ~ p(xp); luego se predice
Xy ~ p(xrlxr—1); y finalmente se actualiza y, ~
p(vilxi). El objetivo general que se persigue es
estimar los estados desconocidos xg.;, basandose
en las medidas obtenidas a partir del proceso
de observacion y;,; en particular interesa estimar
la distribucién filtrada p(xly;.), la distribucion
predictiva p(xi41|y1.4), la esperanza y covarianza a
posteriori, las cuales se calculan como sigue:

1. distribucion filtrada:

Py =
fp(xk|xk—l)p(xk—l [V1k-1)d X1 (24)

2. distribucién predictiva:

DP(Xr1lyix) =
f Pt |2 POy k-1 d X (25)

3. esperanza a posteriori predicha:

My = B(xe|yre) = f xip(Xelyrodxe  (26)
4. covarianza a posteriori predicha:

Py =E [(xk — My ) (X — mklk)T] =

f (e — M) — myg)" pOalyrddxg (27)
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Si se supone que vy se distribuye de acuerdo a una
funcién de densidad de probabilidad conocida v, ~
N(O, R;) con parametros fijos pero desconocidos,
Ry se tiene que estimar; ademads se consideran que
los errores u;, ~ N(O, Q). Entonces la estimacion
recursiva de p(xi|y;x) en el tiempo k, se realiza
mediante el siguiente procedimiento:

Algoritmo filtro bayesiano optimo.

1. Se inicializa con una distribucién a priori
P(xo).
2. Parak =1,...,...seejecuta lo siguiente:

= prediccion: se predice el estado x;, que
puede ser calculado:

e en el caso discreto por la ecuacion
de Chapman-Kolmogorov:

P(Xkly1:k-1) =

f Pkl xie-1) P (XK= 11y 1:4-1)dXp-1
(28)
e en el caso continuo: se integra

la ecuaciéon de Fokker-Planck-
Kolmogorov:

pk) 9

n n (92
axiaxj

{[LQLT]U plx, k)}

(29)
donde: p(x,k) = p(xi|yix-1), Mi =
Mi(x, k), y L = L(x, k).

= actualizacién: dada la observacién yy,
la distribucion predictiva, es actualizada
mediante:

Py =
POrlx)p(xXelyrx-1)
[ POl pCealyra-)dx

(30)

En general no hay solucién analitica para
calcular las integrales involucradas en (28)), y (30),
en particular:

1. Si M(.) y H(.) son lineales, u,, y v, tienen dis-
tribucion Gaussiana entonces p(x|y;.x) tiene
una solucién 6ptima aproximada por el filtro
de Kalman.

2. Si M(.) y H(.) son no lineales, u,, y v, tienen
distribucion Gaussiana entonces p(x|y;.x) se
puede aproximar por:

= Filtro de Kalman extendido.

= Filtro de Kalman sin esencia.

= Filtro Monte Carlo.

= Filtro de mezclas de Gaussianas.

= Filtro de la cuadratura Gauss-Hermite.
= Filtro de los puntos sigmas.

= Filtro de Kalman de los ensambles.

3. Si M(.) y H(.) son no lineales, u,, y v, tienen
distribucion no Gaussiana entonces p(xg|yix)
se puede aproximar por:

Filtro de particulas y todas sus variantes.

Filtro de particulas
Metropolis-Hastings.

Filtro de particulas Gibbs.

independiente

Filtro de particulas Gibbs con muestreo
de sus descendientes.

En este trabajo mostraremos la estimacion de
estados a través de los algoritmos filtro de Kalman
extendido (FKE), filtro de particulas (FP), filtro de
Kalman de ensambles (FKEN), y filtro de Kalman
punto sigmas (FKPS), en modelos generados por
ecuaciones diferenciales estocdsticas aplicadas a
las finanzas.

3.1. Filtro de Kalman extendido (FKE)

Si en el modelo general dado en las ecuaciones
y (6) las funciones M (x.-1) = f(x-1) y
H,(x,) = h(x,) son no lineales, entonces se puede
hacer una linealizacién local expandiendo en serie
de Taylor de primer orden alrededor de los puntos
estimados. El inconveniente con los filtros no
lineales es que pueden ser menos precisos que los
filtros lineales y pueden implicar mds trabajo en
la implementaciéon computacional. Igual que en
el caso del filtro de Kalman, se puede obtener
un algoritmo recursivo para el filtro de Kalman
extendido de la siguiente manera:
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Algoritmo filtro de Kalman extendido.

1. Se inicializa el algoritmo con la media myy y
la covarianza Pyy.
2. Paratr =1,2,...,, se ejecuta lo siguiente:

Paso de prediccion.

m Caso discreto: se hace:

€1y

My—1 = f(mt—llt—l)

Py = O +
G (M1 )P 11 G (my_y)" (32)

m Caso discreto continuo, se resuelve:
dm,|,_1(t)

dt = f(mtlt—l,t)

(33)

dP_1(t)
% = Gx(mt—llt—l’t)Pt—llt—l +
+P_11Go(my_ g, 1)
+L(mMy—1y-1, ) QLT (my—1-1, 1)
(34)

Paso de actualizacion.

Myl = Myp—1 +

Ptlt—lWxT(Wthlt—IWxT + Rt)_l Ly = he(my—1)],
(35)

Pt = Pot—1 —
Pt WE(Wepg—1 WE + R (praa WHT (36)

donde: f(.) y A(.) son funciones no lineales y G, y
W, son linealizaciones de estas funciones, que se
estiman por:

df(x.-1)
=—"| - 7
GX dxt—l |xr—l—mt—l\t—l (3 )
y
_ dh(x;)
X = dxt |x,:m,‘,,1 (38)

El filtro de Kalman extendido utiliza el primer
término de la expansion de Taylor de la funcion no
lineal alrededor las medias condicionales.

3.2. Filtro de particulas (FP)

Otra estrategia de estimacion de los estados
desconocidos en el modelo general dado en las
ecuaciones () y (6) , es utilizar el método de
Monte Carlo por muestreo secuencial conocido co-
mo filtro de particulas. Para desarrollar en detalle
el algoritmo del filtro de particulas considérese
{x(li:)t, wf(i) }fi , una muestra aleatoria que caracteriza
a la funcion de densidad de probabilidad a
posteriori conjunta p(x;.|y;.,), donde {x(ll?t,i =
1,...,N} es un conjunto de puntos obtenidos con
pesos asociados wf(i),i =1,.,Nyxi ={x1, ..., x}
es el conjunto de todos los estados hasta el tiempo
t. Los pesos son normalizados de tal manera
que YN, wf(i) = 1. Entonces la distribucion a
posteriori llamada también distribucién filtrada
en el tiempo ¢ puede ser aproximada por una
distribucién empirica formada por los puntos de

masa o particulas:

N
pN(xlztlylzt) ~ Z Wr(l)é(xlzt - x(ll:)t)
i=1

(39)

donde 6(.) es la funcidén delta de Dirac. Dada
la aproximacién de la distribucién a posteriori,
se pueden estimar valores esperados de alguna
funciéon g,(x;.;) asociada a la distribucidn filtrada

p(xlztlylzt)a esto es:

Elg.(x1.0] = fgn(xl:t)p(xl:tlyl:t)dxl:t
Los pesos wf(i) son elegidos usando el principio de
muestreo de importancia. El principio de muestreo
de importancia se basa en el siguiente argumento:
supdéngase que p(x) o« y(x) es una densidad de
probabilidad de la cual es dificil muestrear, pero
v(x) puede ser evaluada y en consecuencia p(x)
también puede ser evaluada hasta una constante
de proporcionalidad. Entonces se procede de la
siguiente manera: sea xX ~ g(x), i = 1,..., N una
muestra generada de una distribucion propuesta
q(.), llamada densidad de importancia. Entonces
una aproximacion pesada de la densidad p(.) es
dada por:

N
P~ ) wP(x - x7) (40)
i=1
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donde:

#(0) o y(x?)

q(x) @b

es el peso normalizado de la i—ésima particula.
Si las muestras {x(l’)t} son tomadas usando una
densidad de importancia g(x,[y;,;) entonces los
pesos utilizados para aproximar la ecuacién (39)

se obtienen utilizando la ecuacion (4 1)), esto es:

(@)
e X 1:
" (i) o P( 1,|y l)

42
g 1y1) *2)

Si la densidad de importancia se puede factorizar
de tal manera que:

q(x1:4ly1:0) = gl xr-1, y1:0g(X1—11y1-1)  (43)

entonces se pueden obtener las muestras x(’)
a partir de ¢(x;,|y;,) aumentando cada una de
las muestras que ya existen x(li:)t_] obtenidas de
q(xll 1Iy1:-1), generando el nuevo estado xgi) de
q(x:|x1.4-1, y1.). Para obtener los pesos actualiza-
dos, la distribucioén filtrada p(x;.,|y;.;) es expresada
en términos de p(xi.—1[y1.-1), pOilx) y p(xilxi-1),
es decir:

PXpalyre) o pQialx) Pl xe- )Xyt yr-1) - (44)

Por otra parte, sustituyendo la ecuacion (@3) y
en la ecuacion (42)), se encuentra la ecuacién para
los pesos actualizados:

0]

w PO P Dp(E)_ ye)
Wy & )

g 1xX L yi0g(x?  yiae)

_pGilxpeP ) L

01,0 =1
Q(le |Xll:,_1,)’1:z)

donde:

(1)
(i) _ p(xll;t_llylzt—l)
-1 " . <
Q(x(ll;),_l |y1:t—l)

En particular, si se considera que g(x;|x1.—1, y1:) =
q(x;|x,-1,y,), entonces la densidad de importancia
depende solamente de x;_; y y;. Esta situacion es
adecuada cuando se requiere obtener el estimador

filtrado p(x,|y;.,) en un tiempo real ¢. Entonces los
pesos modificados quedan de la siguiente manera:

) 01,
W*(i) P(Yz|xl )P(xl |xl W*(i)

t NG -1
q(x1x”,, v

(45)

y la densidad filtrada a posteriori py(x|y;.;) puede
ser aproximada por:

pr(xdyi) ~ Zw%(xt A (46)

i=1

Crisan y Doucet (2002) [29] probaron que cuando
N — oo la ecuacién dada en (46) se aproxima
a la verdadera distribucién a posteriori p(x|y;.,).
Para implementar el algoritmo, supdngase que
se tienen un conjunto de muestras aleatorias
{x(l’)t i = 1,2,..,N} generadas de la funcion
conocida p(xy.,.—1[y14-1). El algoritmo de filtro de
particulas es un método utilizado para predecir
(ecuacién (28)) y para actualizar (ecuacién (30)
con base a las muestras conocidas, y obtener un
conjunto de nuevos valores {x(1);’i = 1,2,...,N},
los cuales se distribuyen aproximadamente como
p(x:[y1;). El algoritmo de filtro de particulas
genérico se resume como sigue:

Algoritmo filtro de particulas genérico (FPG).

1. Se inicializa el estado inicial x, ~ p(.,.),
donde p(.,.) es una distribucién a priori
conocida, y las muestras {x(1 )t =12, N}
de la distribucion a posteriori p(x;_1|y;.,-1) en
t—1,cont=1,...,T.

2. Sehacei=1,...,N, y se genera una muestrea
de la distribucién propuesta:

X0 ~ gy (47)

y se construye el conjunto x(’) {x(l’)t L)

3. Parai = 1,...,N, se evaluan los pesos de
importancia hasta una constante normalizada:

) )
*(i) P(Yt|x(l )P(x(l |x(l) (i)
w, _
(OINO) -1
q(xt |X1:t_1, yl:t)

N, se normalizan los pesos de

4, Parai =1, ...,

importancia:
«(1) N
~ (i) Wi ~ (i)
= — w' =1
! N ()’ Z 4
2j=1 Wy i=1
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El problema que se presenta con el algoritmo
de filtro de particulas genérico es el fenémeno de
la degeneracion. Es conocido que después de unas
pocas iteraciones las particulas pueden tener pesos
despreciables lo que implica segun la Proposicion
1 definida en Doucet et al. (2000), que la varianza
de los pesos de importancia pueden incrementarse
en el tiempo. Para evitar la degeneracion del
algoritmo, Doucet et al. [30] establecieron la Pro-
posicion 2, que permite seleccionar una funcién de
importancia que minimiza la varianza de los pesos
sobre las trayectorias de los estados simulados
{x(l’)t »1 = 1,2,...,N} y las observaciones y;,; en
el Apéndice E se definen las proposiciones 1y 2.
La funcién de importancia sugerida por ellos es

gl y1.0), con:

Q(xt|x(ll:),_1aylzt)vptimo = P(xt|x§l_)1,)’t) =

pOlx, 22 ) p(xlx?,
P()’t|x(l)

(48)

es decir, q(x,lx(li:)t_l, Yi:t)opiimo €S la funcion de
importancia que minimiza a la varianza de los
pesos de importancia w,() condicionada sobre
los estados {x(ll)l i = 1,2,..,N} y los datos
observados y;.. Sustituyendo en (45), se
obtiene:

Vo p(ylx?w) (49)

Como la degeneracion del algoritmo de filtro de
particula es inevitable, entonces se introduce la
idea del remuestreo que consiste en eliminar las
trayectorias que tienen pesos de importancias pe-
queios y concentrarse sobre trayectorias con pesos
grandes. Una medida adecuada para solventar el
problema es calcular el tamafio de muestra efectiva
(Nrye) introducido en Kong el at. (1994) [31], y
Liu (1996) [32]], y que se define como:

N

— (50)
1 + Var(w,")

NTME -

en la practica es complicado calcular Ny exac-
tamente, pero se estima por:

“ 1

NTME: m (51)

entonces se compara Nyye con un umbral prefija-
do Ny. Este procedimiento de filtro de particulas
con remuestreo es usado por Rubin (1988) [33]]. El
algoritmo modificado se resume como sigue:

Algoritmo filtro de particulas con remuestreo.

1. Muestreo de Importancia

= Se inicializan el estado inicial x;, ~
p(.,.), donde p(.,.) es una distribu-
cién a priori conocida, y las muestras

(¥ i = 1,2,..,N} de la distribucién
a posteriori p(x,—1|y;;—1) en t — 1, con
t=1,...,T.

m Parai=1,..., N, se muestrea

5 ~ qQalx)_ v
y se construye el conjunto x(ll)t =
{(t) j(z)}

Aot
= Parai=1,..., N, se evalian los pesos de
importancia:

«(i) (i) p()’t|x( ))P(x(l) |x(l)
We  XW
CI( 1 PIRERAE t)

= Parai=1,...,N, los pesos de importan-
cia se normalizan:

*(l)

i) _ ) _
L *(1)’ Z

j= v

= Seevalia N7y usando la ecuacién lb

2. Remuestreo

) =()

» Si Nrye = Ny, se hace x(’ = x|, para

i=1,...,N.

= Si IVTME < Ny, parai = 1,..,N, se
muestrea un indice j(i) distribuido de
acuerdo a la distribucion discreta con N
elementos que satisfacen P.{j(i) = I} =
(1) para/=1,..,N.

= Parai = 1,..,N, se hace x = fc{(? y
0 _ 1
t N°*
Finalmente, se tiene al cabo del tiempo ¢ la

aproximacion:

w

1 N
Py ~ Zl 80 (x) (52)
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3.3. Filtro de Kalman de ensamble (FKEN)

El FKEN fue desarrollado por Evensen (1994)
[34], Evensen y Leeuwen (1996) [35]. Es un
algoritmo basado en los métodos de Monte Carlo
Secuencial utilizado para aproximar la distribucién
a posteriori de los estados de sistemas no lineales
en altas dimensiones.

= Representa los errores usando un ensamble de
los estados del modelo.

= [os errores evolucionan a través de la integra-
cion de los ensambles.

= Minimiza la varianza usando un paso de
prediccion y otro de actualizacidn.

= Usa técnicas de Monte Carlo de bajo rango.

= Converge al filtro de Kalman cuando se
incrementa el tamafo del ensamble.

= Background: la estimacion de un estado
X;, obtenido a partir de un estado x;_; se
llama conocimiento previo en el ciclo de
asimilacion ¢, y se denota por x?.

= Andlisis: Dado x el procedimiento de actuali-
zar x? por el ajuste lineal de Bayes se llama
analisis y se denota por x{.

» La covarianza del E (background): P> =

E(x’ —x)(x* = x)T.
s La covarianza del E (analisis): P* = E(x* —
x)(x = x)T.
Algoritmo FKEN.

» Creaci6n del ensamble inicial. Dados (%, Py),
y 13 0= SA ()SA g .

x5 =%0+Son ~ N(0, 1)

A

P =

1 ¥ R T
— ) (b =~ )~ 5)
i=1
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= Pronéstico del ensamble. Dadas (2, P?), y
=887,

a _ ab & i
X=X+ S,

n ~ N(0,T)
X= M)+, ul ~ N(O, Q).

= Media del prondstico:

e, =x,;— %

= Covarianza del pronostico:

n
b ~b b ab\T
Z(xt,i - t)(xt,i - t) + Qt

sb
P/ =
n—14%

i=1

En la prictica, no es comudn aproximar P’ y en su
lugar se estima:

Z(xn

= |H(f) - H(ED)]
= [HoL) - HGED|

N [Hok) - HGED]

n—l

s 1%
Pl = — ;<A><B>

Andlisis del ensamble. Se generan observa-
ciones sintéticas:

I b i
Wil = 7‘[l+1(xt+1,i) T Vit t+1 ~ N(O,R;+1)
m Media actualizada:
na i
Xevl = x 1+ KW —wiyy)

Covarianza actualizada:

Pa +1 — P Kt+l(Pcr1)

Matriz de ganancia:

Kt+1 - Pul(Ppr +Rr+1)_1

t+1
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3.4. Filtro de Kalman de los puntos sigmas
(FKPS)

El FKPS utiliza un conjunto de puntos de cua-
dratura, llamados sigma-puntos, para aproximar
la integral de Chapman-Kolmogorov [36]. Estos
puntos se generan a partir de una distribucion
Gaussiana. Se utiliza la parametrizaciéon de la
media y la covarianza para hacer la aproximacion.

La distribucién del vector de estados, tiene una
distribucién Gaussiana multivariada, dada por:

PX—1|yra-1) ~ N(Xk-1, pi-1)

donde X;_; es un vector de medias, y p;—; €s una
matriz de varianza covarianza.

La integral de Chapman-Kolmogorov es de la
forma:

f U(x)w(x)dx
Rn

donde u(x) es una distribuciéon de probabilidad
arbitraria, w(x) es la distribucion de probabilidad
a priori del vector de estados. Entonces:

Ln u(x)w(x)dx = jl;n MON(Z-1, pr-1)dx

Para aproximar numéricamente la integral,
se requiere de una representacion discreta de
p(xr—1|y1:k-1), la cual se lleva a cabo generando un
conjunto de puntos de una distribuciéon Gaussiana
igual que las variables de estados originales [30]:

Vn+pe;, 1<j<n
Xj=y—-+vn+peji_,, n+1<j<2n

0, 2n+1
y
L ;=
w; = nﬂ{, j=2n+1
2(n+p)? IS J < 27’1

donde p es una constante, y e; es el j—ési-
mo vector unitario de R”. Julier et al. (1996)
[37] propusieron un FKPS basado en una regla
de cuadratura para funciones escalares, que es

idéntica a la regla de la cuadratura Gauss-Hermit,
propusieron aproximar:

2n+1

fR u(xX)w(x)dx ~ Z HOx w(x j)
n P

Se requieren 2n + 1 puntos como minimo
necesario para preservar los primero y segundo
momentos de la distribucién Gaussiana multivaria-
da. Se supone que w(y ;) es un peso de cuadratura
constante en el tiempo, mienteras que los puntos
de cuadratura varian de acuerdo a la covarianza de
los estados.

Los puntos sigma se generan de acuerdo al
siguiente proceso:

R, j=2n+1

X1 + ¥ P
X1 — ¥ Pr-1s

donde %;_; es el valor esperado de los estados,
\/Pi-1,; €s laraiz cuadrada de la j—€sima columna
asociada a la matriz varianza covarianza de los
estados, ¥ es un factor de escala que captura los
efectos locales de la no linealidad de la funcion
que se utiliza para aproximar.

I1<j<n
n+1<j<2n

Xk,j =

Algoritmo FKPS.
= se inicializa en un tiempo ¢ = 0:
fo=E(x0) 5 po=E|[(x— E)(xo %)
= prediccion:

e se implementan los puntos sigmas:

Xk-1, j=2n+1
Xij = %1 + WPt 1<j<n
Rt —UProy, n+1<j<2n
= evolucion de los puntos sigmas:

X}:,j = f(X/;j)

m estimacion de los estadisticos:

2n+1

- _ ] +
X = Z WXy, j
j=1
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2n+1
_ i _ \T
Pr = Z w'/(X/:,j - xk)(X]-:,j - X)

=1
= actualizacion:
e se calcula la ganancia de Kalman:
Gr = pi HL (Hip; H{ + R)™
e se actualizan las predicciones:

X = x; + Gy — Hixy,)

Dr = pr — GKHepy,

4. Aplicacion en el area de las finanzas

Para mostrar eficiencia de los algoritmos para
estimar los estados y pardmetros se consideraron
dos modelos estocasticos del area financiera; el
modelo de Cox Ingersell Ross (1985), y el modelo
de Heston (1993) [38]].

4.1. El modelo de Cox Ingersell Ross (CIR)

El modelo de Cox, Ingersell y Ross [39], descri-
bes la evolucidon de la tasa de interés mediante la
siguiente ecuacion diferencial estocéstica:

di’, :ﬁ(,u—l’,)dl‘-l-a'\/?,dB,

donde: B; es un un movimiento Browniano(que
modela el factor de riesgo aleatorio del mercado),
B, 1, y o son parametros. Utilizando la transforma-
cién x, = In(r,) — In(c?), y aplicado el Lemma de
Ito se tiene:

(53)

1 o’r,
dx, = — {,8(/1 —rydt+o \/r,dB,} - dt
7 2r?

t

2
=4p E_q)-Z dt+azexp(—ﬁ)dB,
r 2r, 2
Usando la version reparametrizada discutida en

Chib et al. (2006), y Poyiadjs et al. (2011), se
obtiene:

X,
Xe1 = M+ X + Sexp (—x;) + exp (_Et){Hl

Vi = o exp (—%)g, (54)

Por facilidad, en este articulo sélo se estiman
los estados x;, = (xi,...,X,), suponemos los
pardmetros ® = (u,f,0,) conocidos; ellos tam-
bién pueden ser estimados usando la metodologia
propuesta. Sea, ademas ,,; ~ N(O, 0'?), y & ~
N(O, 0'2)), dada las observaciones y;., = (1, ..., V1)-

Para implementar los algoritmos, se utilizarén
las siguientes distribuciones a priori para iniciali-
zar los parametros en el modelo de CIR:

» FKE setom6: ¢ =0.1;0 =0.1, 0 =0.1,y
R =0.0001.

= FPG se tom6: ¢ = 0.001; 0 = 0.1,y O =
0.0001.

= FPR se tom6: ¢ = 0.1; 0 = 0.1,y Q =
0.0001.

» FKENsetom6: ¢ =0.1;0 =0.1,y Q = 0.1y
R =0.0001.

= FKPS setom6: ¢ =0.1;0 =0.1,y Q0 = 0.3y
R=0.0001;86=2y¢ =1.

Figura 2: Estimacién de los estados usando el FKE y FPG.

En las Figuras (), (3), y (), se muestran
los estados estimados x;, conjuntamente con los
estados observados y,, mediante los algoritmos:
FKE, FPG, FPR, FKEN, y FKPS, respectivamente
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Figura 3: Estimacidn de los estados usando, el FPR y FKEN.

nnnnn

Figura 4: Estimacién de los estados usando el FKPS.

Tabla 1: Raiz cuadrada del error cuadratico medio de los
algoritmos para el modelo de CIR,

Filtros FPG FPR FKE FKEN FKEN
RCECM  0.00016 0.0013 0.0015  0.000934  0.00063
T-CPU 0.02829  0.04039  0.32471 0.25477  0.10372

(seg)

en el modelo CIR, observdndose pocas diferencias
entre los valores estimados y valores verdaderos.

En la Tabla (I)) se muestran la raiz cuadrada del
error cuadrético medio y los tiempos de ejecucion
CPU de los filtros implementados en el modelo
de CIR, observandose poca variabilidad y tiempos
de ejecucion ripidos en todos los algoritmos
implementados.

4.2. El modelo de Heston

El modelo de Heston es un modelo matemético
usado para describir el comportamiento de un
proceso estocdstico bivariado entre el precio de las
acciones s, y su varianza v,. Surgi6 inicialmente
como una generalizacién del modelo de valoracién
de opciones Black-Scholes, pero suponiendo que
la volatilidad es un proceso estocéstico.

El modelo estd gobernado por el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales estocasticas:

ds;
(%)

ﬂstdt+ \/V_tS,dBL,

2
Si se hace ¢, = ( \/\7,) , y se aplica el Lemma de Ito
se obtiene:

d6, = 2 d(7) + %md No&

= 2 \WV(=B vt + 6dB,,) + 6°dt

= (6% = 2Bv,)dt + 26 \v,dB,,
2

0
= 2,3(% - Vt) dt + 20 \/V_,de’t

haciendo k = 26; 0 = %, y o = 20, se obtiene:
do, = dv; = k(0—v,)dt+o /v,dB,,, luego el sistema
dado previamente se transforma en:

dSt = /JStdt + \/v_tstdBl’t
dBl,l‘dBZ,t = pdt

donde las variables del sistema son definidas como
sigue:

= 5, : es el precio del activo,

v; . es la volatilidad del activo,

= :es el retorno esperado del activo,

0 : es la variacion de precios a largo plazo,

k : es la velocidad a la cual la volatilidad
tiende hacia su media de largo plazo,

o :es la volatilidad de /v,
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p : es la correlacion de los movimientos
Browniano,

» dt = t; — t;_; : es un pequeilo incremento en
el tiempo,

= dB,, : es un movimiento Browniano estandar
unidimensional,

= dB,, : es un movimiento Browniano estandar
unidimensional.

El modelo de Heston version discretizada es:

Vel =V + k(0 — v) + W0 (pz1+

V1-p*2) ; (E.E)

1
Vel =Y + (,U - Evt) +Vvz1) 5 (E.O)

donde y,; = In(s;41), y los parametros del modelo
son: © = (k, 0, u, o, p).

Para implementar los algoritmos, se utilizaron
las siguientes distribuciones a priori para iniciali-
zar los parametros en el modelo de Heston:

s FKE se tomo:

s PG se tomd: o = 100; « = 3.3065; 0 =
0.0215; p = -0.9108; ¢ = 0.05; 6 = 0.0001;
y O = 0.0001.

m PR se tom6: o = 100; k = 3.3065; 6 =
0.0215; p = —0.9108; ¢ = 0.05; 6 = 0.0001;
y O = 0.0001.

s FKEN se tom6: o = 100; k = 3.3065; 0 =
0.0215; p = —0.9108; ¢ = 0.05; 6 = 0.0001;
y O = 0.0001.

m FKPS se tomo: o0 = 100; k = 3.3065;8 =
0.0215; p = —0.9108; ¢ = 0.05; 6 = 0.0001;
0=0.0001;8=2yy=1.

En las Figuras (§), (€), y (7). se muestran
los estados estimados v;, conjuntamente con los
estados observados y,, mediante los algoritmos:
FKE, FPG, FPR, FKEN, y FKPS, respectivamente
generados por el modelo de Heston, observandose
pocas diferencias entre los valores estimados y
valores verdaderos. En la Tabla (2)) se muestran

Figura 5: Estimacion de los estados usando el FKE y FPG.

Tores

Figura 6: Estimacion de los estados usando el FPR y FKEN.

la raiz cuadrada del error cuadréitico medio y los
tiempos de ejecucion CPU de los filtros implemen-
tados en el modelo de CIR, observandose poca
variabilidad y tiempos de ejecucion rapidos para
todos los algoritmos probados.
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Temgs

Figura 7: Estimacion de los estados usando el FKPS.

Tabla 2: Raiz cuadrada del error cuadratico medio modelo
de Heston.

Filtros FPG FPR FKE FKEN FKEN
RCECM 0.0019 0.0018 0.0021 0.0012 0.0013
;l;f:gl;U 0.58342  0.23740  0.62397  0.32725  0.49664

5. Discusiones y conclusiones

La inferencia estadistica sobre procesos es-
tocasticos de tiempo contindo tales como los
sistemas dindmicos es un drea de investigacion
activa desde el punto de vista de la matemdtica
pura asi como también de la matemaética aplicada.
Es conocido que un sistema dindmico puede ser
caracterizado por un modelo espacio estado. La
formulacién en términos de los modelos espacio
estado permite: cuantificar el error de las ecuacio-
nes de estado y observacion; establecer la relacion
entre el proceso fisico y el modelo estadistico, y
estimar los estados ocultos a partir de las medidas
obtenidas con errores. En este trabajo se proponen
cinco algoritmos recursivos: FKE, FPG, FPR,
FKEN y FKPS; que permiten hacer inferencia en
procesos de tiempo discretos con observaciones
tomadas en tiempo continuo, las cuales pueden
tener estructuras lineales, no lineales, errores
Gaussianos, y no Gaussianos. La metodologia
propuesta es ilustrada utilizando dos ecuaciones
diferenciales estocdsticos que provienen de las
finanzas. Los algoritmos utilizados permiten ge-
nerar muestras para la reconstruccién aproximada
de las distribuciones marginales a posteriori de los
estados desconocidos. En el estudio empirico, se
demuestra que los filtros tienen buena perfomance

en la estimacion de los estados; ademads, no
se observd mucha diferencia entre los valores
estimados y los valores verdaderos. La calidad de
estimacion de los algoritmos es valorada a través
del calculo de la raiz del error cuadritico medio
obteniéndose errores de estimacién pequefios,
ademas se calcularon los tiempos de ejecucion de
los algoritmos obteniéndose resultados satisfacto-
rios.
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