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Abstract.- This study is about the emergence of non-trivial collective behaviors in globally coupled chaotic maps with
heterogeneous parameters. We use gaussian and uniform distributions of probability in order to introduce heterogeneity in
system parameters, namely, the map parameter or local parameter and the coupling parameter. As local dynamic in the globally
coupled chaotic systems we employ the logistic map and the singular map. We found that, the presence of heterogeneity
unequivocally contributes to the appearance of non-trivial collective behaviors, characterized by periodic evolution of the
macroscopic variables in the presence of uncorrelated local dynamics at the microscopic level. In addition, dynamic domains
or cluster was observed in the logistic map. Heterogeneity in system’s parameters can be related, in a sense, to the presence of
diversity in the social and biologica environments. Heterogeneity coexists with coherence and consensus in nature.
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Sistemas heterogéneos de mapas cadticos acoplados globalmente

Resumen.- Se estudio la apariciéon de comportamientos colectivos no triviales en mapas cadticos acoplados globalmente con
parametros heterogéneos. Se utilizaron distribuciones gaussianas y uniformes de probabilidad para introducir la heterogeneidad
en los pardmetros del sistema, a saber, el pardmetro del mapa o pardmetro local y el pardmetro de acoplamiento. Como
dindmica local en los sistemas cadticos acoplados globalmente empleamos el mapa logistico y el mapa singular. La presencia
de heterogeneidad contribuye inequivocamente a la aparicién de comportamientos colectivos no triviales, caracterizados por la
evolucidn periddica de las variables macroscopicas en presencia de dindmicas locales no correlacionadas a nivel microscépico.
Ademds, en el mapa logistico se observaron dominios dindmicos o clusters. La heterogeneidad en los pardmetros del sistema
puede estar relacionada, en cierto sentido, con la presencia de diversidad en los entornos sociales y bioldgicos. La heterogeneidad
coexiste con la coherencia y el consenso en la naturaleza.
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1. Introduccion

El estudio de comportamientos colectivos no
triviales en sistemas de elementos dindmicos
acoplados tiene implicaciones fundamentales para
la comprension de propiedades universales en los
sistemas complejos y ha sido foco de mucha
atencion recientemente [[1]]. Este fendmeno consiste
en el surgimiento de orden en la evolucion temporal
de cantidades macroscopicas de un sistema de
elementos cadticos acoplados [2]]. Por ejemplo, el
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campo medio del sistema puede ser periddico, al
mismo tiempo que la evolucién de los elementos
que lo constituyen es cadtica y desincronizada
[3, 4]. En la mayoria de las investigaciones acerca
de redes de mapas acoplados se ha asumido
homogeneidad, en el sentido de que la dindmica
de los elementos y las interacciones entre ellos son
idénticas [, 2]. Sin embargo, muchos sistemas
de elementos son heterogéneos. En una matriz
de unién Josephson, cada unidad no es idéntica.
En un sistema Optico, la ganancia de cada
modo depende de su nimero de onda. En un
sistema biol6gico, cada unidad como una neurona
o una célula es heterogénea. Por lo tanto, se
estudia el comportamiento colectivo de mapas
acoplado globalmente, considerando tres fuentes
de heterogeneidad: en el primer caso sobre los
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pardmetros de la dindmica local [6]; en el segundo
caso en el pardmetro de acoplamiento, esto hace
que cada mapa del sistema reciba y/o procese
una informacién diferente [7]; y por ultimo se
toman en cuenta, interacciones parciales, donde
solo una fraccién de los mapas del sistema recibe
la influencia de la funcién de acoplamiento global
(8.

La dindmica local de los mapas estard descrita
por el mapa logistico [9], ampliamente estudiado y
que pertenece a la clase de universalidad estandar
de los mapas unimodales; y el mapa singular [10],
que exhibe caos robusto en una region bien definida
de su parametro local.

Existen dos tipos principales de interacciones
que se emplean para el estudio de la emergencia de
comportamientos colectivos: la primera se basa en
la suposicion de que fuerzas externas existen, que
causan los cambios y rigen el comportamiento de
los elementos. En este caso se habla de Sistemas
Forzados, es decir, existe un campo global externo
que posee una dindmica propia, independiente
de la dindmica de los elementos. La segunda
interaccion describe que las propiedades del
sistema surgen debido a las interacciones locales
entre los elementos, sin ningin comando externo.
En este caso se habla de Sistemas Auténomos,
donde existe un campo global regido por la
misma dindmica de los elementos constituyentes
[L1]. Existen trabajos que demuestran la analogia
entre sistemas autbnomos globalmente acoplados y
sistemas sujetos a interacciones globales externas
[12].

2. Redes de mapas acoplados

Las redes de mapas acoplados (RMA) consti-
tuyen modelos dindmicos con espacio y tiempo
discretos, pero variables locales continuas, fueron
introducidos en 1984 por K. Kaneko [14], y por
I. Waller y R. Kapral [15] de forma independiente.

En general las RMA pueden ser escritas en la
forma que muestra la ecuacién (T

Xy = FOd)+ ) g, (1)
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donde x! es la variable que especifica el estado
del elemento i (i = 1,2,...,N) de una red de N
elementos en el tiempo ¢, f(x) es la funcién no-
lineal descrita por el mapa local que depende de uno
o varios pardmetros (Ilamados pardmetros locales)
y el dltimo término de la ecuacion (], da razén del
acoplamiento entre los elementos. En el término de
acoplamiento, la sumatoria es sobre todos los sitios
J en una vecindad N; del elemento i y la funcién
g; es una funcion lineal o no lineal de las variables
dindmicas.

Las dimensiones espaciales juegan un impor-
tante rol en la aplicacién de las redes de mapas
acoplados y en muchos problemas de la mecanica
estadistica. En todo caso, el presente estudio,
se asume un acoplamiento global dado por la
ecuacion (2)):

N
5 =U=afG)+ 5 > fa) @)

j=1

donde x; representa el estado del elemento i-ésimo
de la red en el tiempo discreto #, N es el nimero
de elementos de la red, f(x;) describe la dindmica
interna de cada elemento i y € es el pardmetro
de acoplamiento correspondiente al sistema; en el
intervalo de [0; 1].

Este tipo de modelo se puede considerar como un
caso limite de un sistema con interacciones a gran
escala. El concepto de espacio pierde significado y
solamente las propiedades temporales se vuelven
relevantes en estos sistemas. Esta caracteristica
permite descripciones mds simples en cuanto al
comportamiento del campo medio de la red. La
interaccion global se caracteriza por el campo
medio del sistema, es decir, la media del estado
de los mapas locales en el tiempo 7, que se define
segun la ecuacion (3)):

RN ;
X; = N Zl x;. 3)

J

La ecuacién (2)) es estrictamente representacion
de un acoplamiento global homogéneo, es el caso
donde cada elemento que conforma la red siente
la misma informacion, y que ademds todos los
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elementos se conectan de la misma forma con todos
los demas.

Otro caracterizador del sistema empleado para
medir el grado de la sincronizacién es el promedio
para largos periodos de tiempo (o), después de
descartar los estados transitorios, de la desviacion
estandar o; de los estados de los elementos del
sistema acorde con la ecuacién (@):

1/2

14
o= |5 200 =T @)
j=1

2.1. Dindamica local heterogénea

Este tipo de heterogeneidad consiste en un
modelo de acoplamiento cuyos mapas f(x') del
sistema no presenten igual pardmetro local. Para
el caso del mapa logistico [9], x;+1 = f(x;) =
rx;(1 — x;), tenemos para los N mapas del sistema
una distribucion uniforme de la forma mostrada en
la ecuacién (5)),

Fixhy = r@)xi(1 - X)), (5)

donde ahora existe un r(i) (i = 1,2,...,N)
diferente para cada mapa. El primer cambio que
se da al sistema definido por la ecuacién (2), es
sobre el pardmetro local bajo la condicion definida
por la ecuacién (9). De esta forma, la red con
heterogeneidad en el pardmetro local r del mapa
logistico queda como se muestra en la ecuacion (6)):

N
5 = U=Of D+ 5 D fD (©)
=1

donde fi(x!) describe la dindmica local del
elemento i (ecuacién (B))), y € sigue siendo
el pardmetro de acoplamiento para todos los
elementos del sistema.

Para el mapa singular x;41 = f(x;) = b — |x|%,
la heterogeneidad recae en el pardmetro b, asi
se tiene para el sistema ecuacion (6), N mapas
distribuidos, bajo dos tipos de distribuciones;
uniforme y normal, de la forma expresada a través
de la ecuacién ([7):

f1Gxp) = bG) = X1, (7
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donde |z| < 1 es un exponente fijo para los mapas
que describe el orden de singularidad en el origen
que separa las dos ramas de la funcién [10, [13]].

2.2.  Acoplamiento heterogéneo

El acoplamiento heterogéneo en la red, esta
definido como se muestra en la ecuacion (8)):

N N
fo = (i) + P S pd) ®)
=1

donde €(i) es el pardmetro de acoplamiento
correspondiente al elemento 7, la variedad de este
pardmetro obedece a una distribucién uniforme y
normal. f(x!) describe la dindmica interna de cada
elemento, con pardmetro local igual para todos los
elementos.

2.3. Iteraciones Parciales

Se considera el sistema discreto parcialmente
acoplado propuesto por Alvarez [8] segin la
ecuacion (9):

N
o _Ja-areh e 5 > s siier,
X1 = j=1
f(xf)’ sii ¢ Ry,
)
donde R; es un subconjunto que contiene pN
elementos del sistema (p < 1), los cuales son
elegidos aleatoriamente en cada tiempo f. Asi,
solamente una fracciéon p de los mapas recibe la
funcién de acoplamiento en cada tiempo ¢, siendo
el pardmetro p la probabilidad de conexién de un
elemento con el campo medio en un tiempo .

3. Resultados

3.1. Heterogeneidad en el parametro local

El sistema dado por la ecuacién (6) se modela
distribuyendo aleatoriamente el parametro local,
r(i) para el mapa logistico y b(i) para el singular,
en intervalos determinados, para cada elemento
i del sistema. Estos valores del pardmetro local
permanecen fijos durante toda la simulacién para
cada mapa. A continuacion se parte de condiciones
iniciales aleatorias uniformemente distribuidas de
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los estados xé de los N elementos del sistema,
dentro de su rango del atractor, se coloca el
valor de € fijo y se deja evolucionar el sistema.
Luego de grandes tiempos se descartan los estados
transitorios y se caracterizan las propiedades del
sistema.

Figura 1: Diagrama de bifurcacion X vs. e,
correspondiente al sistema de la ecuacion (6)
con dindmica local dada por el mapa logistico,
parametro r(i) € [3,9;4,0], y nimero de elementos
N =10°.

3.1.1. Parametro local r(i) heterogéneo del mapa
logistico

Se elige el intervalo de distribucion aleatoria
uniforme cercano a r = 4, donde el mapa logistico
exhibe comportamiento cadtico.

En la Figura [I] se observa el diagrama de
bifurcacion del campo medio del sistema dado por
la ecuacién (3) en funcién del pardmetro de aco-
plamiento €. Adicionalmente la Figura [2] muestra
la convergencia a estados cadticos sincronizados
a partir de € = 0,5, determinado a través de la
desviacion estdndar media (ecuacién (@), la cual
va disminuyendo hasta () = 0 en € = 1, donde el
sistema se sincroniza.

A nivel microscépico se observa un gran niimero
de elementos cuyos estados estdn agrupados.
La Figura [3] permite apreciar la distribucién de
probabilidad instantdnea P,(x) de los estados de
los elementos del sistema xf para dos valores
del pardmetro de acoplamiento €, ambos para
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Figura 2: Desviacion estdndar media en funcién
del pardmetro de acoplamiento e del sistema
correspondiente a la ecuacién (6) con el mapa
logistico, r(i) € [3,9;4,0]. Numero de elementos
N = 10°.

un mismo tiempo ¢t = 12000. Para € = 0,10
se constata que los elementos del sistema estdn
parcialmente ordenados, se distribuyen en el rango
permitido del mapa local y se observan algunos
picos en la distribucion, lo que indica que ciertos
elementos se agrupan en dominios dindmicos o
clusters: conglomerados ordenados de elementos
que comparten el mismo estado. Para € = 0,80 los
estados colectivos pertenecientes a los elementos
tienden a un Unico pico, sin haber alcanzado la
sincronizacién, como lo demuestra la Figura[2]

Para el caso de € = 0,30 los elementos tienden
a moverse juntos en dos grupos diferenciables,
como se puede apreciar en la Figura 4 Por otro
lado, la Figura [5] ilustra la evolucién temporal
de un elemento escogido al azar, y se observa
que sigue un periodo 2, es decir, a lo largo
del tiempo el elemento puede alternar su estado
entre dos valores posibles, tal como lo predice la
probabilidad P;(x) de la Figura {4} calculada para
dos tiempo consecutivos. Este es un fenémeno
de comportamientos colectivo no trivial (CCNT),
donde los estados de los elementos muestran
una evolucion temporal regular a pesar de la
dindmica cadtica de los mapas para esos valores
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Figura 3: Distribucion de probabilidad de

los estados x' de los elementos del sistema
correspondiente a la ecuacién (6, con el mapa
logistico, r(i) € [3,9;4,0], para t=12000 y N=10°.

del parametro local r.

3.1.2.  Parametro local b(i) heterogéneo del mapa
singular

Para este caso, al igual que en la seccion anterior
se distribuye de manera uniformemente aleatoria
el pardmetro b, en un intervalo donde el mapa
singular exhibe caos robusto, para cada elemento i
del sistema. También se considera el caso de una
distribucion aleatoria normal o gaussiana.

Las figuras [6] y [7] muestran el diagrama de
bifurcaciéon de x en funcién de e, para dos
intervalos diferentes de la distribucién uniforme.
Para la Figura [6] b(i) se distribuye entre [0;1] y
en la Figura [7| b(i) € [0;2]. En ambos casos se
observa el surgimiento de CCNT, que no se puede
atribuir a la dindmica del mapa singular, ya que
este exhibe solamente periodo uno, sin presencia
de bifurcaciones ni periodos de orden superior,
y caos robusto, sin ventanas de periodicidad. El
CCNT se puede atribuir al acoplamiento y a la
heterogeneidad del sistema.
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Figura 4: Distribucion de probabilidad de
los estados x' de los elementos del sistema
ecuacion (6)), con el mapa logistico, r(i) € [3,9;4,0],
para €=0,3 y N=10°.

Cuando mayor es el intervalo de distribucién
en el espacio del pardmetro local b,se observa
una pérdida en la diversidad de las estructuras
en los diagramas de bifurcacion a favor de
comportamientos colectivos periddicos, como se
puede apreciar en la Figura

Por otro lado, la Figura@ muestra la distribucién
de probabilidad instantdnea P;(x) de los estados de
los elementos del sistema x! para un valor fijo de €
en el tiempo ¢ = 12000, en el caso b(i) € [0;2]. No
se observa formacion de cldster, como con el mapa
logistico.

En la Figura[9]se puede apreciar el diagrama de
bifurcacion de x en funcién de € cuando se asigna
aleatoriamente el parametro local b(i) siguiendo
una distribucién normal, en este caso en particular,
para una media u = 0,5 y una desviacién estandar
p = 0,5. Si se compara con las figuras [6] y 9] los
valores de periodicidad de x estdn mds cercanos y
las bandas cadticas reducen su ancho, producto de
una menor dispersién de los b(i) con a la media.
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Figura 5: Iterados correspondientes al estado x; del
elemento i=500, para el sistema ecuacién (6)) con el
mapa logistico, r(i) € [3.9,4.0]. e=0.30y N = 10°.
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Figura 6: Diagrama de bifurcaciéon x; vs. € del
sistema ecuacioén (6) con dindmica local dada por
el mapa singular, pardmetro local b(i) € [0;1] y
singularidad z=0,5. Tamano del sistema N = 10°
elementos.

3.2.  Heterogeneidad en el parametro de acopla-
miento €

A continuaciéon se estudia el efecto de la
heterogeneidad en el pardmetro de acoplamiento
€, dejando fijo el pardmetro local para todos
los elementos del sistema, como se indica en la
ecuacion (8).
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Figura 7: Diagrama de bifurcacién x; vs. € del
sistema ecuacion (6) con dindmica local dada por
el mapa singular, parametro local b(i) € [0;2] y
singularidad z=0,5. Tamafio del sistema N = 10°
elementos.
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0.002 | |
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Figura 8: Distribucion de probabilidad en el evolu-
cién temporal de los elementos x' (ecuacién (),
con dindmica local dada por el mapa singular en
un tiempo t=12000, pardmetro local b(i) € [0;2] y
singularidad z = 0,5. Tamano del sistema N = 103
elementos.

3.2.1. €(i) en RMA con dindmica local dada por
el mapa logistico

La Figura [I0] exhibe el diagrama de bifurcacién
del ¥ en funcién del pardmetro local r, para
el sistema dado por la ecuacién (8). Se puede
apreciar la aparicion de periodo 2, lo cual puede
ser es atribuido a la dindmica local del mapa

logistico, particularmente para el intervalo de
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Figura 9: Diagrama de bifurcacion X; vs. € para el
sistema6] con distribucién normal b(i) en el mapa
singular, u = 0,5, p=0,5 y singularidad z=0,5, para
N=10> elementos.

0.8

0.6 £ - 4

Figura 10: Diagrama de bifurcaciéon x vs. r,
correspondiente al sistema ecuacién (8), con
dindmica local dada por el mapa logistico,
parametro €(i) € [0;1]. Tamafio del sistema N =
10° elementos.

r € [0;3,57] aproximadamente (donde no hay
comportamiento cadtico). La heterogeneidad de la
fuerza de acoplamiento no genera cambio alguno
en el ordenamiento de los elementos del sistema. A
partir de r = 3,57 aproximadamente, donde a nivel
local se comienza alternar el caos con ventanas
periddicas, el pardmetro de acoplamiento ejerce
influencia sobre el sistema; para valores mayores
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a este pardmetro local la distribucién uniforme
del parametro de acoplamiento €(i) elimina la
presencia de la dindmica local del mapa logistico,
dando lugar a pequefias bandas cadticas colectivas
reflejadas en las propiedades macroscopicas del
sistema.
3.2.2. €(i) en RMA con dindmica local dada por
el mapa singular

La distribucién normal de €(i) para el sistema
ecuacion (8]) con dindmica local dada por el mapa
singular, no exhibe una diferenciacién considerable
entre el comportamiento local de los mapas y
las caracteristicas macroscopicas exhibidas por
el sistema acoplado, sin embargo induce CCNT
expresado como bandas cadticas colectivas bien
definidas exhibida por la variables macroscépicas
del sistema en un rango donde la dindmica local
de este mapa es cadtico sin ventanas periddicas,
ademas no se observan estados sincronizados, de
acuerdo con la Figura[IT]

0.4

0.2 +

umwm
C A hnmmmw i

_04 | | | | I | I
025 03 035 04 045 05 0.55 0.6

b

Figura 11: Diagrama de bifurcacién x vs. b,
correspondiente al sistema ecuacién (§), con
dindmica local dada por el mapa singular, z = 0,5
y distribucién normal €(i) con valores de u = 0,5,
o = 0,5. Tamano del sistema N = 10° elementos.

3.3.  RMA con interacciones parciales aleatorias

Por tdltimo se introduce heterogeneidad en la
aplicacion de la interaccion. Se considera el sistema
definido por la ecuacién (9), donde solo una

292 REevisTta INGENIERIA UC, ISSN: 1316-6832, Online ISSN: 2610-8240.



U C Universidad
de Caraboboy ¢pgz y Arvarez-Liamoza / Revista INGENIERIA UC, Vor. 26, N© 3, DiCIEMBRE, 2019 —

fraccion al azar de los elementos recibe la funcién
de acoplamiento en un tiempo ¢, y la otra fraccién
evoluciona segtin su propia dindmica.

3.3.1. Interaccion parcial con dinamica local
dada por el mapa logistico
1 1 1
0.8 + M‘.lw 4 0.8
0.6 g L 106
Ty 04} - L 104 <0>
0.2 | e . 0.2
0 F 0
0.2 0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
p

Figura 12: Diagrama de bifurcacion de X, (eje
vertical izquierdo) y (o) (eje vertical derecho), vs.
€, correspondiente al sistema (ecuacién [9) para el
mapa logistico con r = 4,0, acoplamiento € =0,80
y N = 10* elementos.

En la Figura [I2] se observa el diagrama
de bifurcacion de x (eje vertical izquierdo),
sobrepuesta con la desviacion estdndar promedio
asintética del sistema (o) (eje vertical derecho),
ambas como funcién de la fraccién de los
elementos que recibe la funcién de acoplamiento
p- Se exhibe la emergencia de CCNT y el cambio
de fase a estados sincronizados; la influencia de
que una pequefa fraccion de elementos tenga la
posibilidad de acoplarse induce a la presencia de
una primera banda cadtica, que se bifurca a partir de
un p=0,4 aproximadamente. L.a desviacion estandar
del sistema revela que la reinyeccion de la funcién
global de acoplamiento a una fraccion de elementos
seleccionados al azar en el sistema es suficiente
para que este se sincronice a partir de p = 0,63
aproximadamente [8]].

La Figura[I3|muestra el diagrama de bifurcacion
de X vs. € para p = 0,5. Se comprueba que mientras
menor sea el nimero de elementos acoplados
mayor serd la probabilidad de CCNT. Por otra
lado, la Figura corresponde a p = 1 (todos
los elementos acoplados, ecuacién (2))), donde se
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evidencia la formacién de clasters, (sub-estructuras
ordenadas) para pequeiios valores del acoplamiento
€ y el surgimiento de sincronizacion a partir de
€ = 0,5, caracterizado por (o) = 0.
3.3.2. Interaccion parcial con dinamica local
dada por el mapa singular

La Figura[I5|muestra el diagrama de bifurcacién
de X en funcién de la probabilidad p con € =
0,4, para el mapa singular. La Figura [15] revela
la emergencia de diversos tipos de CCNT en
relacién a x: i) una regi6on de turbulencia en
el intervalo p € [0,0;0,071], donde X sigue un
comportamiento estadistico normal alrededor de
un valor medio «un punto fijo colectivo» con
fluctuaciones que reflejan el promedio de los N ele-
mentos cadticos completamente desincronizados;
ii) estados colectivos periddicos: periodo-2 a partir
de p =~ 0,071, periodo-4 en p =~ 0,38, periodo-
8 en p ~ 047, correspondiente a fluctuaciones
intrinsecas de 6rbitas periddicas del campo medio;
iii) bandas cadticas a partir de p =~ 0,58; y iv)
estados sincronizados a partir de p =~ 0,80, como
se evidencia en la Figura[I6]

La Figura representa el diagrama de
bifurcacion de X; vs. €, correspondiente al sistema
ecuacion (9) con probabilidad fija p = 0,5 y
N = 10° elementos. Se pueden distinguir los

7l f"M“"”"W\I‘Iwmmdmmm“\’w5}
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|
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N |
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0 ‘ | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

€

Figura 13: Diagrama de bifurcacion de Xx; vs.
e,correspondiente al sistema en la ecuacion (9)) para
el mapa logistico conr = 4,0, p = 0,5y N = 10°
elementos.
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Figura 14: Diagrama de bifurcacién x (eje vertical
izquierdo) y desviacién estandar media (o), vs.
€, correspondiente al sistema en ecuacion (]ZD con
el mapa logistico, pardmetro r=4, y nimero de
elemento N = 10°.

estados colectivos de periodo 2 y 4 ademads de una
banda cadtica.

En todos los casos anteriores la amplitud del
comportamiento colectivo peridédico manifestado
en el X no decrece con el incremento del tamafio
del sistema N [8|]. Las iteraciones mostradas
en esta seccion revelan la existencia de CCNT,
donde las cantidades macroscépicas en la dindmica
espaciotemporal del sistema exhibe una evolucion

0.5 T T T

-0.5 F

-1.5 + ey g

0 0.2 0.4 0.6 0.8
p

Figura 15: Diagrama de bifurcacién de X; vs. p,
correspondiente al sistema (ecuacién (9)), para
valores fijos de la dindmica singular b=1,11 y
z=—0,25, acoplamiento € = 0,4. Tamano del
sistema N=10> elementos.
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Figura 16: Desviacion estdndar media vs. probabi-
lidad p, correspondiente al sistema (ecuacién (9)),
para valores fijos de la dindmica singular b = 1,11
y z = —0,25, acoplamiento € = 0,4. Tamafio del
sistema N=10> elementos.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
€

Figura 17: Diagrama de bifurcaciéon de x; vs. e,
correspondiente al sistema ecuacién9] para valores
fijos de la dindmica singular » = 1,11y z = —-0,25,
con probabilidad p = 0,5. Tamafio del sistema
N = 10° elementos.

ordenada, coexistiendo con el caos local [16].

4. Conclusiones

Se han investigado los efectos de introducir
heterogeneidad en sistemas de mapas acoplados,
proponiendo modelos dindmicos con ingredientes
minimos capaces de generar comportamientos
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colectivos no triviales. Se han elegido dos tipos
de dindmicas cadticas: la primera corresponde a
un mapa unimodal cldsico, el mapa logistico, que
exhibe una ruta al caos por bifurcacién de periodos
y la presencia de ventanas periddicas intercaladas
dentro de los estados cadticos; la segunda dindmica
corresponde a una familia de mapas que exhibe
periodo uno y caos robusto (sin ventanas periddicas
en su interior) denominados mapas singulares.

La heterogeneidad en estos modelos se ha intro-
ducido con el empleo de distribuciones uniformes
o gaussianas de los pardmetros dindmicos que rigen
la evolucion del sistema, asi como también por la
aplicacion parcial de la funcién de acoplamiento
sobre los elementos que lo conforman. Se ha
caracterizado el comportamiento de estos sistemas
mediante el promedio de las variables de estado,
el calculo de la desviacion estandar, la distribucion
de probabilidad de los estados de los elementos y
las series de tiempo.

Se ha constatado que la heterogeneidad en los
pardmetros locales, produce el surgimiento de
diversos comportamientos macroscopicos, conoci-
dos como comportamientos colectivos no triviales:
estados periddicos, bandas cadticas y cldsters. Si
bien, la presencia de ventanas periddicas en las
dindmicas locales, exhibidas por el mapa logistico,
no parece determinante en la aparicion de conducta
ordenada colectiva en los mapas acoplados [18],
si tiene un rol determinante en la formacién de
clusters.

De igual forma, se observé que, la variedad
en el pardmetro de acoplamiento da lugar a la
emergencia de CCNT, excluyendo la formacién
de clasters. Tanto en la heterogeneidad de los
pardmetros locales como en el de acoplamiento,
no se observd la emergencia del fendémeno de
sincronizacién, lo cual se puede atribuir a que
la diversidad introducida en los sistema no
permite que los elementos lleguen a tener estados
exactamente iguales.

En relacion con el acoplamiento parcial, la
desviacién estdndar del sistema revela que la
reinyeccion de la funcién de acoplamiento a
una fraccién de elementos seleccionados al azar
del sistema, en un tiempo ¢, es suficiente para
que este se sincronice [8]. Sin embargo, se
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comprueba que mientras menor sea el nimero
de elementos que recibe la interaccién, mayor
serd la tendencia de que emerja CCNT. El valor
critico de p para la presencia de sincronizacion
sigue dependiendo de los pardmetros del sistema.
Por ejemplo, es conocido que al aumentar la
fuerza de acoplamiento se estd aumentando el
flujo de informacion entre los elementos de la red
[17]], originando que estos sigan un mismo patrén
de conducta. Al sobrepasar un valor critico del
pardmetro de acoplamiento e, el sistema tiende
definir un comportamiento tnico y sincronizado
de sus elementos.

La distribucion uniforme empleada para introdu-
cir variedad en los pardmetros del sistema parece
promover con mds facilidad la apariciéon de CCNT,
en comparacion con la distribucidon gaussiana. Esto
puede ser debido a que el nimero de valores que
tienen una diferencia determinada con la media de
la distribucidén uniforme es el mismo, en cambio,
con la distribucién normal los valores tienden a
agruparse en torno a la media y mientras tengan
mas diferencia con la media, menor es el nimero de
estos valores. Asi podemos decir que la distribucion
uniforme introduce una mayor diversidad en los
sistemas.

Con respecto a las dindmicas locales utilizadas
en los modelos se observé que el mapa singular es
mds apropiado para exhibir CCNT que el mapa
logistico. Este dltimo solamente mostré bandas
cadticas en casi todos los casos y comportamientos
periédicos con el pardmetro de acoplamiento
distribuido uniformemente, no obstante, mostré la
formacidn de clusters con la distribucién uniforme
del pardmetro local, fendmeno no exhibido con el
mapa singular.

Finalmente, se puede aseverar que muy a pesar
de las variaciones individuales en un sistema,
e independientemente de su contexto: fisico,
quimico, social o bioldgico, es posible alcanzar
estados con cierto grado apreciable de consenso y
coherencia.
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