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Resumen

La descomposicion en fracciones simples constituye una herramienta fundamental en el analisis
matematico, con aplicaciones criticas en calculo integral, transformadas de Laplace y ecuaciones
diferenciales. Su relevancia se extiende a disciplinas como la Teoria de Control, las Matematicas
Discretas y el andlisis de Series Telescopicas. No obstante, los métodos tradicionales —que dependen
de la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales mediante igualacion de coeficientes— enfrentan
limitaciones significativas en eficiencia computacional, especialmente al manejar denominadores de alto
grado, raices multiples o factores irreducibles. Este articulo introduce un modelo axiomatico innovador
para la descomposicion en fracciones simples, el cual elimina la necesidad de resolver sistemas de
ecuaciones. La técnica propuesta se fundamenta en: a) un principio algebraico basado en sustituciones
estratégicas, que permite obtener los coeficientes de la descomposicién mediante inspeccion directa,
b) un marco tedrico riguroso, respaldado por propiedades de polinomios y divisibilidad, que garantiza
la generalidad del método y c) un algoritmo optimizado para casos complejos (ej. raices repetidas o
denominadores de orden superior), reduciendo la carga computacional.

Palabras Clave: Descomposicion en fracciones simples, modelo axiomatico, técnica alternativa.

Axiomatic model of a new technique for decomposition into simple fractions

Abstract

Simple fraction decomposition is a fundamental tool in mathematical analysis, with critical applications
in integral calculus, Laplace transforms, and differential equations. Its relevance extends to disciplines
such as Control Theory, Discrete Mathematics, and Telescoping Series analysis. However, traditional
methods—which rely on solving systems of linear equations by equating coefficients—face significant
limitations in computational efficiency, especially when dealing with high-degree denominators, multiple
roots, or irreducible factors. This paper introduces an innovative axiomatic model for simple fraction
decomposition, which eliminates the need to solve systems of equations. The proposed technique
is based on: a) an algebraic principle based on strategic substitutions, which allows obtaining the
coefficients of the decomposition by direct inspection; b) a rigorous theoretical framework, supported
by polynomial and divisibility properties, which guarantees the generality of the method; and c) an
algorithm optimized for complex cases (e.g., repeated roots or higher-order denominators), reducing
the computational burden.

Keywords: Alternative technique, axiomatic model, decomposition into simple fractions.
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1. Introduccion

La descomposicion en fracciones simples (en
adelante, DFS) es una herramienta fundamental en
el andlisis matematico, esencial para simplificar
integrales, resolver ecuaciones diferenciales y
estudiar funciones racionales en ingenieria y ciencias
aplicadas. Sin embargo, los métodos tradicionales
utilizados para realizar dicha descomposicion
como, por ejemplo, el método de coeficientes
indeterminados (en adelante, MCI), basados en
sistemas de ecuaciones lineales, pueden volverse una
tarea muy engorrosa [8], ser tediosos y propensos
a errores en casos con denominadores de alto
grado o raices mdltiples [6] y [12]. En este
contexto, surge la necesidad de explorar técnicas
alternativas que optimicen el proceso, eliminando la
dependencia de sistemas de ecuaciones y agilizando
los calculos sin sacrificar precision [3]. Este articulo
propone un enfoque innovador para el desarrollo
del proceso de DFS y a través de un modelo
axiomdtico, se demuestra como esta metodologia
no solo simplifica procedimientos algebraicos,
sino que también mejora las posibilidades de
resolucidon en dreas como: el cédlculo integral, el
control de sistemas y el procesamiento de sefiales;
ofreciendo una perspectiva mas eficiente y una
propuesta creativamente seductora para estudiantes,
investigadores y profesionales (ver [3] y [4]).

2. Bases Tedricas para la DFS

Esta seccion presenta el marco teérico fundamental
que sustenta la investigacion, estructurado a partir
de contribuciones clave en el andlisis matematico
de fracciones simples. El desarrollo conceptual se
basa principalmente en los trabajos de: [2] para
el tratamiento axiomdtico de descomposiciones
racionales, [7] en lo concerniente a optimizacién de
procesos algebraicos, y [6, 12] respecto a métodos
computacionales alternativos. Complementariamente,
se incorporan los fundamentos analiticos de [11]
sobre aplicaciones en ecuaciones diferenciales,
el enfoque clasico de [9] para casos especiales
con polinomios de alto grado, y los recientes
avances metodologicos documentados por [3, 4].
Esta seleccion bibliografica responde a su concisién
conceptual y relevancia directa con los objetivos del
presente estudio.

Descomposicion en Fracciones Simples

Definicion 1 (Funcion Polinémica) Son funciones
de la forma P(x) = co+ c1x + cox* + - 4 cpx”
donde cg,cy,...,c, son niimeros reales llamados
coeficientes del polinomio; n € N es un niimero
natural que, si ¢, # 0, se llama grado del polinomio.
Las funciones polindmicas tienen como dominio
natural de definicion la totalidad de R. Mientras
la suma, el producto y la composicion de funciones
polinémicas es también una funcion polinomica, el
cociente de funciones polinémica da lugar a las
llamadas funciones racionales, ver [11].

Definicion 2 (Funcion Racional) Es una funcion
de la forma:

P(x)
O(x)

donde P (el numerador) y Q (el denominador) son
polinomios y Q no es el polinomio constante igual
a 0. La funcion R tiene como dominio natural de
definicion el conjunto {x € R: Q(x) # 0}. Obsérvese
que las funciones polindmicas son también funciones
racionales (con denominador constante igual a 1).
Sumas, productos y cocientes de funciones racionales
son también funciones racionales; y la composicion
de dos funciones racionales es también una funcién
racional [11].

R(x) =

()

Definicion 3 (Fraccion Propia) Se dice que una
funcion racional R(x) = P(x)/Q(x) es una fraccion
(o funcion) propia, si el grado del polinomio P(x)
es menor que el grado del polinomio Q(x). En caso
contrario, la fraccion (o funcion) se llama impropia,
ver [2].

Definicion 4 (DFS) Si R(x) es una funcion impropia,
entonces usando el algoritmo de la division, R(x)
puede expresarse en la forma:

2

donde c(x),r(x) y Q(x) son polinomios en x, y
ademds el grado del numerador r(x), es menor que
el grado del denominador Q(x). Esto significa que
(al menos teoricamente), toda fraccion impropia
puede expresarse de un modo iinico en forma de
una suma de un polinomio y de una fraccion
propia. Por esta razon, en lo siguiente solo se
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considerardn las fracciones propias. Teéricamente,
es posible escribir cualquier fraccion racional propia
r(x)/Q(x) como una suma de expresiones racionales
cuyos denominadores son potencias de polinomios
de grado no mayor que dos. Concretamente, si
r(x)/Q(x) es una fraccion propia, entonces del
Algebra se tiene que:

r(x)
Q(x)

=Ni+No+---+N; 3)
DFS

donde, cada N; (i = 1,...,k) tiene una de las dos
formas siguientes:

Aj . Ax+Ajs
é
(ax+Db)" = (px*+qx+r)"

donde los A; € R (i = 1,2,3) son coeficientes a
determinar.

“4)

La suma del lado derecho de (3) se conoce como DFS
de r(x)/Q(x) y cada N; (i=1,... k) es una fraccion
simple (o mds sencilla) en relacion a r(x)/Q(x) (ver

[2], [3], [4]).

Para obtener la descomposicion (3) primero se debe
expresar el denominador, Q(x), como un producto
de factores de la forma (ax + b) o expresiones
cuadriticas irreducibles de la forma (px> + gx +r).
Después se agrupan los factores repetidos de manera
que Q(x) quede expresado como un producto de
factores distintos de la forma (ax+b)" 6 (px* +qx+
r)";donde mn € Z* y q* —4pr < 0 (es irreducible).

Después se aplican las siguientes reglas:

1. Por cada uno de los factores (ax+b)™ (m > 1)
la descomposicion (3) contiene una suma de m
fracciones parciales de la forma:

Al As

—"_ +"'+ A’n
ax+b  (ax+Db)?

(ax+b)m

donde cada A; (i = 1 : m) es un niimero real a
determinar.

2. Por cada uno de los factores de la forma
(P> +gx+r)" m>1y ¢®—4pr<0) la
descomposicién (3) contiene una suma de
fracciones parciales de la forma:

Alx + Bl An-x + Bn
pxX*+qx+r (px* +gx+r)"
donde cada A; y B; (i = 1:n) son nimeros
reales a determinar.

Tomando en cuenta la factorizacién de Q(x) y las
reglas dadas en los incisos (1) y (2) se estudian los
siguientes cuatro casos (ver [13], [9], [10]):

= Factores lineales no repetidos:

Ay Ay A,
+ 4
a1x+b1 azx+b2

= Factores lineales repetidos:

Aj n As T Ay
ax+b  (ax+Db)? (ax+b)"

= Factores cuadraticos no repetidos:

A1x+ B
p1x2 +q1x+nr

A.x+ B,
pnxz +gnX+ 1y
= Factores cuadraticos repetidos:

Aix+ By
px24gx+r

A, x+ B,
(px*+qx+r)"

En ese sentido; en la literatura especializada existe
una variedad de técnicas para calcular los coeficientes
A; y B; (i = 1:n) como, por ejemplo, las técnicas
tradicionales: MCI y MHO que segin [6, 12]
son métodos tediosos y fuentes de complicadas
identidades algebraicas [1] las cuales confunden a los
estudiantes (noveles) de un primer curso de célculo
integral, sobre todo a aquellos con limitaciones en el
dominio de los procedimientos algebraicos bésicos.

Siguiendo la idea de las técnicas para calcular los
coeficientes A; y B; que aparecen en los distintos
numeradores de las fracciones simples (o parciales),
en esta investigaciéon fue concebida una técnica
alternativa con vision algebraica para calcular dichos
valores donde su principal atractivo es no requerir de
sistemas de ecuaciones durante el proceso de célculo.

3. Dos Métodos Clasicos para la DFS
Los métodos para desarrollar una descomposicion en

fracciones simples, que se muestran a continuacion,
recurren al uso de sistemas de ecuaciones.

FARAUTE de Ciencias y Tecnologia, 15(1-2), 2020. 8
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Método de Coeficientes Indeterminados

Definicion 5 (DFI) Consiste en descomponer un
polinomio, Q(x), como producto de factores de grado
uno 'y de factores de grado dos irreducibles:

O(x) =

(x—a)® - (x—a,)*

(P 4bix+c)Pro (Pt bpxtcen)Pr.(5)

En la descomposicion (5) cada aj es una raiz
real de orden o del polinomio Q, y los factores
cuadrdticos del tipo (x* +bjx +c;)Pi corresponden
a raices complejas conjugadas de orden B;. Tales
factores cuadrdticos son irreducibles, es decir, su
discriminante es negativo o, lo que es igual, X+
bix+c; > 0paratodax € R (ver [11]).

Definicion 6 (MCI) Se  Escribe el cociente
P(x)/Q(x) como suma de fracciones de la siguiente
forma:

» Por cada raiz real aj de orden «Q; se
escriben o fracciones cuyos numeradores son
constantes Ay; los cuales hay que determinar,
y los denominadores son de la forma (x —a;)*
donde kj toma valores de 1 hasta o;.

» Por cada factor cuadrdtico irreducible (x> +
bix+c j)ﬁf' se escriben B; fracciones cuyos
numeradores son de la forma By, jx—l-ij siendo
By, y Ci; constantes los cuales se deben
determinar, y los denominadores son de la
forma (x> +bjx+c;)*i donde k; toma valores
de 1 hasta B;.

= La descomposicion queda de la forma:

P(x) " A

O(x) ;[Z (x— a])k *

m [ B ka+Ck ©)
; Z (x +b,x—|—cj) ’

donde habrd que calcular tantos coeficientes
como el grado del polinomio Q.

= Finalmente, se reducen todas las fracciones
a comin denominador [serd Q(x)], y se
iguala a P(x) el numerador resultante. Esto
producird un sistema de ecuaciones lineales

cuyas incognitas son los coeficientes Aj, Bj y
Cj, cuya resolucion dard el valor de todos ellos

[11].

Método de Hermite-Ostrogradsky

Definicion 7 (MHO) Se Escribe el cociente
P(x)/Q(x) de la siguiente forma:

Px) = A +-- —l— +

o(x) x—a —ap

Bix+Cy Byux+Cy

x2+bix+cy X2+ bpXx+

d |F(x

d |Fx) 7

dx | ¢(x)
Con

Q) = (x—an)® ™ (x—a,)* !

(2 +bix+c)Prt (2 4 byx+ )P
Los Ay,..., Ay, By,....,Bn, Cy,...,Cyp son coeficien-

tes a determinar y, en la fraccion que aparece con
una derivada, F(x) es un polinomio genérico de gra-
do uno menos que el denominador. En resumen, se
trata de escribir P(x)/Q(x) como suma de fracciones
simples, una por cada factor de Q(x), mds la deri-
vada de un cociente, el cual tiene por denominador
Q(x) con sus factores disminuidos en una unidad y
de numerador un polinomio genérico, F(x), con co-
eficientes indeterminados de grado uno menos que
el denominador. Es importante notar la necesidad
de calcular tantos coeficientes como el grado del
polinomio Q.

Se reducen todas las fracciones a comiin denomina-
dor [serd Q(x)], y se iguala a P(x) el numerador
resultante. Esto producird un sistema de ecuaciones
lineales cuyas incognitas son los coeficientes Aj, B; y
C;j mds los coeficientes de F (x), naturalmente, prime-
ro se requiere efectuar la derivada antes de reducir
a comiin denominador. Finalmente, la solucion del
sistema dard el valor de todos los coeficientes [11].

FARAUTE de Ciencias y Tecnologia, 15(1-2), 2020. 9
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4. Axiomatizacion de la Nueva Técnica

Proposicion 1 Al realizar la DFS de la expresion:

1
(x4by) (x+b1)F

®)

donde by,by € Ry k € N (k> 1). El resultado es de
la forma:

k

Z a; + 0
Pt (X+b])k_l+1 X+b2

y los o; (Vi = 0:k) no son obtenidos a partir de
sistemas de ecuaciones.

Demostracion: Se comenzara la DFS con k = 1.

1
()C-l-bz) ()C-l-bl)'

En este caso, se hace:

R S
x+by x+by (x+bp)(x+b)

De lo anterior, al multiplicar ambos miembros por la
expresion 1/ (b, — by), se tiene:

1 1 1 1
(x+b2) (x+b1)  by—b, <x+b1 _x+b2> '

Luego; la descomposicién para k = 1 es:

1 1 1
(x—i—bz) (X—i—bl) N by — b (X—i—bl) B

1 1
: )
bry—b; \x+by
En este primer caso, se tiene:
1 o — -1
ao_bz—bl AR

Se observa que los coeficientes ¢ y o son obtenidos
sin usar sistemas de ecuaciones.

Abhora, se construird la descomposicién para k = 2.

1
(x4by) (x+b1)*

Sacando como factor 1/ (x+b;), se obtiene:

1 1 1
(x+bo) (x+b1)*  x+b(x+b2) (x+b1)

Al usar la descomposicién (9), en la expresion
anterior, se tiene:

1 1 1
(x+by) (x+b1)*>  b2—bi (x+b,)?

1 1
by —by (x+b1) (x+b2)

Usando nuevamente la descomposicion (9) se tiene:

1 1 1
(x+by) (x+b1)>  Db2—bi (x+by)?

1 1 1 _ 1 1
by —by by —by \x+ b by—by \x+by )|’

Finalmente, la descomposicién para k = 2 es:

1 1 1
(x+b2) (x+b1)*  b2—bi (x+by)?

1 1 1
+ .
(bz_b1)2x+b1 (bz_bl)szrbz

(10)

Veamos la descomposicion para k = 3.

1
(x4+by) (x+b1)

Lo anterior puede escribirse como:

1 1 1
(x+by) (x+b1)°  X+b1 (x+by) (x+b1)*

Al usar la descomposicion (10) y aplicar la propiedad
distributiva se tiene:

1 1 1
(x+by) (x+b1)°  b2—bi (x+b,)°
1 1 n 1 1
(br—b1)* (x+b1)*  (by—by)” (x+b1) (x+D2)

Usando la descomposicién (9), se tiene:
1 1 1
(x+by) (x+b1)°  b2—b1 (x+b)?
1 1
2 3t
(bz—bl) (X+b1)

FARAUTE de Ciencias y Tecnologia, 15(1-2), 2020. 10
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7 i (o)~ (5).
(bz—bl)z by — by \x+b by—by \x+by ’

Luego, la descomposicién para k = 3 viene dada por:
1 1 1
(x+b2) (x+b1)°  D2=bi (x+by)°

1 1 1 1
_l’_ —
(by—b1)* (x+b1)*  (by—by) x+b

1 1
(br—b)’ x+b2

(1)

Si se repite el mismo procedimiento es posible arribar
a la expresion para la descomposicion del caso
general:

H—l 1

—+
b2_bl) <x+bl)k—l+l

O

(X-sz) (X+b1 i=1

(- 1
(bz_bl)kx+b2'

(12)

Este proceso con enfoque inductivo es suficiente para
probar la proposicion 1, donde los coeficientes vienen
dados por:

o (_1)i+1 iff
o= 7([72—191)" (i=1:k)
y
_ (=D
O = (bQ_bl)k.

En la construccion de la prueba, se observa
claramente que ninguno de los coeficientes de la DFS
fue obtenido a partir de sistemas de ecuaciones. Para
mas detalles en el desarrollo de los cdlculos ver [3].
Proposicion 2 Al realizar la DFS de la expresion:
1
(x+Dby) (2 +dix+e )k

donde by,dy,e; € Ryk € N (k> 1). El resultado es
de la forma:

0o Bix+v:
+ :

ylos B,y (Vi=1,...,k) y & no son obtenidos a
partir de sistemas de ecuaciones.

(13)

Demostracion: Se iniciard la DFS con k=1 :

1
(x+by)) (2 +dix+er)

Haciendo la siguiente diferencia, se tiene:

1 x+dy—by
x+by x2+dix+e

b —dibrte
a (x+b2) (xz—i-dlx—l—el)'

De lo anterior, se tiene que:

1 1
(x+b2) (2 +dix+er) b3—diby+e
1 x+di—b

x+by X+dix+e )’

Luego; la DFS para k = 1 es:

1
(x+by) (X2 +dix+ey)

1 1
b2 —diby +e; <x+b2> -

1 x+dy—by (14)
by —diby+ey \ x> +dix+e )’

En este primer caso, se obtienen los coeficientes:

1 B 1

aozb%—dlbz—l-el’ _b22,d1b2+el

di—by

T b ter

Como se pudo observar, los coeficientes o, B1 y 7
fueron obtenidos sin usar sistemas de ecuaciones. Si
se repite este procedimiento y se usa la formula (14)
se obtiene la construccién de la DFS para el caso
general:

1 1 1

(x+b2)(x2+d1x+el)k (bzz—d1b2+€1)kx+b2_

Z 1 x+dy—by -
,:1 bz *d1b2+el)k_i+l (xz—l—d]x—i-el)i.

Donde los coeficientes que vienen dados por las
siguientes expresiones:

1
(b22 —dlbz +€1)k’

a():

FARAUTE de Ciencias y Tecnologia, 15(1-2), 2020. 11
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1
T —diyre)
di—by
(22 —dyby+ ) !
no fueron obtenidos a partir de sistemas de

ecuaciones, para mds detalles ver [3]. De esta manera
se demuestra la proposicion 2.

pi=

Yi=—

Lema 1 Demostrar la siguiente igualdad:

1 o Xt+da—b
(2 +dpx+er) (2 +dix+e))  x24+dyxten
x+dy—b
_— 15
x?+dix+e (15)

donde: b,d],d2,81,€2 eR, d; 75 d> y

1

5= .
(dr—dy) (B2 —dib+e1)

Demostracion:

1
(X2 +dax+er) (x2+dix+ep)

1
(dz—dl)x— (62—61)

1 1
(x2+d1x+el B x2+d2x+ez> )
Pero;
1 —
[(dz—d1)x— (62—61)] (X2+dlx+€1>

1 1
dr—d, [(x+b) (x2+d1x+el)}

1 1
[(dz—dl)x— (62—61)] (x2+d1x+el) - dr —d;

1 x+di—b 1
x+b xX24+dix+e ) b2—dib+e

En forma anéloga;

1 1
[(dy—di)x—(er—e1)] (2 +dox+er) dr—d,
1 x+dy—b 1
x+b x2+dyx+e;) b*—dab+e;

donde b = Z2=7- . No es dificil probar que:

o
b? —dib+ e

b —db+tep’
De esto resulta que;

1 1
(2 +dpx+er) (X2 +dix+e)) dr—d

x+dr—b _ x+dy—b 1 _
Rtdoxtes xX+dxte )b2—dib+e

x+dy—b x+d—b

— 16
X2+ dox+e X2 4+dix+e; (16)

donde § = ( !

dr—d, )(bzfdlerel) - Ver [3]

Proposicion 3 Al realizar la DFS de la expresion:

1

- 17)
(2 +dyx+er) (2 +dix+e)

donde dy,dy,e1,e; € Ry k € N (k> 1). Es posible
obtener:

1
(24 dox+e) (2 +dix+er) a

o Hix + Pi

i=1 (X2 —|—d1x+e1)i

sin usar sistemas de ecuaciones.

HoX + Po
x?+dox+ e

Demostracion: Se hara la DFS para k = 2:

1
(2 4dox+er) (2 +dix+er)”

En efecto;

1 1
(2 +dix+er) (2 +dix+e) *Hdixte

1
(2 +dyx+er) (2 +dix+ey)
1 x+d,—b x+di—b _
X2 +dix+e X2+ dyx+ e 2 +dix+e )
s x+dr—b B
(2 +dix+e)) (X2 +drx+er)
di—b
IHATD  S(xtda—b)
(x> +dix+ep)

FARAUTE de Ciencias y Tecnologia, 15(1-2), 2020. 12
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1 x+dy—b
(2 tdixte) (P +dxter)  (24dix+e)’

Usando el lema 1, en la dltima expresion, se tiene:

1
(X2 +dox +e3) (x2 —|—d1x+el)2

=5 (x+dy—b)

(5 x+dr—b

B x+d —b B
x>+ dox+ e

x> +dix+e;
x+d —b
(x2+d1x+el)2

(x+dr—b)(x+d1—b)
x> +dix+ e

2 (x+dy—b)*
x> +dyx+ep

x+d —b
(2 +dix+er)?

dy—2b)x+(dy—b) —ey
x*+dyx+ep

d2—2b)x+(d1 —b) (dz—b)—el

x*+dix+e;

52+52(

62+ 62

]_
x+d;—b
(2 +dix+e)
Finalmente, la DFS para k = 2 viene dada por:

1
(2 +doxte) (2+dix+er)

2(dr—2b)x+&  H(da—2b)x+e

X2+ dyx+ e x*+dix+e;
di—b
H—lz [ (18)
(x2+dix+ep)
donde:
&1 :(dz—b)z—ez; 82:(d1—b)(d2—b)—el
5 1
Y 0T @—d)) P —dibte)

Este procedimiento puede repetirse k veces y asi

obtener la expresion que se muestra a continuacion,

sin usar sistemas de ecuaciones (ver [3]).
1
(x> +dyx+e) (x> +dix+e )k

Hox + Po d MHix + pi
24 "'Z ) i
X“+dxxtex I (x>+dix+er)

Teorema 1 La expresion:
1
(x+b2)" (x+by)*

donde; by,by € Ry n,k € N (n,k > 1), puede ser
DFSS sin emplear sistemas de ecuaciones.

19

Demostracion:

Se debe probar que, se puede escribir como:

1 n k j
) P

(x+by)" (x+b)f & S (b))

x+b2)

donde ; (i=1:n)y B; (j=1:k) se pueden obtener
sin usar sistemas de ecuaciones.

En efecto, de acuerdo a la proposicién 1, se tiene:

1 _ i o L%
(x+b) (x+b)" S (x+b) T xtba
donde:

aizi(_l)lﬂ. (coni=1:k)y o= (=1
(b2 = by)’ (b2 —b1)
Por lo que:
1 1 1 B
(x4 b2) (b)) XD (v by) (v b1)E

1 i o; L%
x+by e (ijbl)k*Hl x+by

Es decir;
1

(x4 b2)* (x+ b))
k . 1
S (x+bo) (x+ by !

(A)
A cada término de la forma (A) se le puede aplicar la
proposicién 1 y asi se obtiene una descomposicién
para cada expresion de la forma:

1
(X+b2) (x+bl)k7i+l ’
Este procedimiento puede repetirse en forma

recursiva hasta obtener una DFS (ver [3]), sin usar
sistemas de ecuaciones, para la expresion:

1
(x+b2)" (x+b1)*

o4y
+ 7
(x+b2)
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Teorema 2 La expresion:

: -y -
(x+b)" (2 +dix+e)  =( x+b2
k wix+p;
ZJ—J_ (20)

o (Pt dix+ep)

donde; by,dy,e1 € R, n,k e N (I’l,k > 1), o Ui, Pj €
R (i=1:n, j=1:k). Puede ser DFS sin emplear
sistemas de ecuaciones.

Demostracion:

La prueba se logra siguiendo las lineas de la
demostraciéon del teorema 1, pero usando Ia
proposicién 1y 2, ver [3]. |

Teorema 3 La expresion:
1
(x2 +dox+ ez)n (x2 +dix+ el)k

1)

i ,)C—I—B + k ['ij+p

S 2 +dixte) Z(2+dix+e)
con: dy,dyere; € R, nk € N (nk > 1),
ai?Bla“’]ﬂpJ S R ( 1 n, .] = lk) Puede

ser DFS sin emplear sistemas de ecuaciones.
Demostracion:

Esta prueba se obtiene; siguiendo la demostracién
del teorema 1 y usando el resultado de la proposicién
3 (para mas detalles ver [3]). |

Observacion 1 La maquinaria expuesta hasta
ahora es aplicable solo al caso:

1

. (22)
(x)
Donde;
O(x) = (x+b1)" ... (x+bp)"™
(x2 %—cll)c—l—el)ml .. (x2 —l—dsx—}—es)mS ,

con:n; €N, m; €Ny x? +djx+ej irreducible en R;

parai=1:py j=1:s.

Ahora, con el apartado siguiente los autores del

presente trabajo cubren el caso mds general. A saber;

si se quisiera descomponer en fracciones simples una
expresion de la forma:

P(x)
O(x)

En ese sentido, para la expresion (23), se consideran
los polinomios P(x) y Q(x) con coeficientes reales.
Se llamard funcion racional propia a la fraccion
P(x)/Q(x) donde el grado del polinomio P(x) es
menor que el grado de Q(x). Cuando P(x)/Q(x) no
es propia (impropia), de acuerdo al algoritmo de la
division de Euclides siempre se podrd escribir:

(23)

PO o RO
o0~ o @
donde: C(x), R(x) y Q(x) son tales que ahora:
R(x)
O(x)

es una funcion racional propia.

Lema 2 Sea P(x)/Q(x) una funcién racional propia.
Y sea o una raiz real de multiplicidad B > 1 del
polinomio Q(x). En ese sentido; se puede escribir:

Q(x) = M(a) # 0,

entonces existen A € R y un polinomio P;(x) con
coeficientes reales tales que:

(x—a)PM(x) y (25)

Px) A
o)  (—a)p |

Py (x)
donde )P M)

P1 ()C)
(x—o)B~1M(x)

(26)

también es propia.
Demostracion:

Es claro que:

Y no menos claro es que:

P(x) A A
oMy (-] T =)

de lo anterior, se infiere que:

Px) A P(x) —AM(x)
T pmapuy
—_————

(D
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por definicién de fraccidn racional propia el grado
de P(x) es menor que el grado de Q(x). Es obvio
que el grado del polinomio M(x) es menor que
el grado de Q(x) (puesto que B > 1) por lo que
independientemente del valor que tome “A”, la
fraccién:

P(x) —AM(x)

(x— o0)P M (x)

es regular. Ahora, se elije “A” de forma tal que “a”

sea raiz del polinomio P(x) —AM(x) y, por lo tanto,
que este polinomio sea divisible por x — &, donde
o cR.

En términos simples, se elije “A” con la condicion de
que P(or) —AM (o) =0. De este hecho, se infiere que
A=P(a)/M(a). Para tal eleccién de “A” el término
(D) del lado derecho en (27) se puede simplificar por
x — o, resultando que la fraccion ha de ser del tipo:

Pi(x)
=P M)

Como esta fraccion fue obtenida con la simplificacion
de una fraccion racional propia con coeficientes
reales por el factor x — &, donde & € R, entonces ella
misma también es una funcidén racional propia con
coeficientes reales (ver [3]). [ |

Observacion 2 Si los polinomios P(z) y Q(z) tienen
coeficientes complejos 'y 7 = O es una raiz compleja
de multiplicidad B > 1 del polinomio Q(z), entonces
la descomposicion anterior también ocurre; pero el
“A” obtenido es en general un niimero complejo.

Lema 3 Sea gg)) una fraccion racional propia. Si el
niimero complejo 71y =a+ibcona,b € R (b #£0), es

una raiz de multiplicidad o. > 1 del polinomio Q(x),
es decir:

0(x) = (X + px+9)%0 (x),

donde: Q1(z1) #0y x>+ px+q = (x—z1)(x—721),
entonces existen niimeros reales M, N y el polinomio
Pi(x) con coeficientes reales, tales que:

P1 (X)
(¥ +px+q)* 101 (x)
M

_ Mx+ N
(2 pxtq)®

donde, la fraccion (1) también es propia.

Demostracion:
P(x) P(x)
0(x) (P +px+q)*Qi(x)’
Es claro que:
P(x)  Mx+N
Ox)  (¥+pr+q)*
P(x) Mx+N

(@ +pr+q)*Qi(x) (¥ +px+q)*
Lo anterior puede escribirse como:

P(x)  Mx+N P(x) — (Mx+N)Q1(x)
O(x)  (P+px+q)* (¥*+px+q)*Qi(x)
(A)

donde, el término (A) es una fraccién propia.

Se escogerd a “M” y “N” de tal forma que el
numerador de la fraccién (A) sea divisible por:

4 prg = (x—21)(x—77).

Para ello; basta elegir a “M” y “N” de forma tal que
71y 71 sean raices de la expresion:

P(x)— (Mx+N)Qi(x).

De ésto se tiene que; este polinomio es divisible por
x% + px+qy en ese sentido:

P(z1) — (Mz1+N)Q1(z1) = 0.

De donde:
P(z))
Mz +N =
“ 01(z1)
donde, Q;(z1) #0.
P(z1)

Seazy=a-+iby En) = A +iB, entonces
A+iB=Mz +N=M(a+ib)+N.

De lo anterior, es posible inferir que:

=23 N=Aa-%B
—p Y N TATRY

Para estos valores de “M” y “N” el polinomio:
P(x) — (Mx+N)Qi (x)

es divisible por la expresion x*> + px + ¢. Luego,

simplificando el término (A) se logra obtener una

fraccidn propia con coeficientes reales ([3]) del tipo:
P1 (X)

(2 + px+q)*~ 101 (x)
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Observacion 3 A veces conviene dependiendo del
problema, aplicar alguna de las dos opciones
siguientes o incluso combinarlas:

Opcion 1 Se escribe la expresion (23) como:

P(x) _ P(x). 1
o0~ " o
(A)

después, se aplica la DFS con la nueva técnica al
factor (A), lo siguiente es efectuar el producto de
1

P(x) por cada término de la descomposicién de o

Este producto estd formado por términos de la forma:

pj(x)
(cjix*+djx+e;)si

pi(x) )
(aix + bi)ti

Si el grado del numerador, en alguna de las fracciones
anteriores, es mayor o igual al grado del denominador
hay que hacer la respetiva divisién para luego,
agrupar a los términos semejantes.

Opcion 2 Expresar P(x) como sumas de:
(ax+b)5  ylo (e +dpx+e;)h.

Luego simplificar. Con esto, cada término obtenido
es mas sencillo de descomponer.

En general; esta tltima opcién es la més sencilla y
6ptima, no obstante, a veces es conveniente combinar
ambas opciones (para mas detalles ver [3]).

5. Implementacion de la Nueva Técnica

Problema 1 Realizar la DFS, sin la necesidad de
implementar sistemas de ecuaciones, de la expresion:

P(x)  2x*4+x°+4x2+1
0x)  (P+1)2(x—1) "
Solucion:

Caso 1

(28)

01(x)=*+1)? y a=1.

De acuerdo al lema 2 es facil ver que A = P(l)) =2.

0 (1
Luego;
Px) 2 24X +4P+1-2(%+1)7
0(x) x—1 (x2+1)2(x—1) N

2 -1
(26— 1)

Factorizando y simplificando, se tiene la DFS:

x—1

P(x) 2 (x—1)(P+x+1)
0(x) x—1  (24+1)2(x—1)
2 x2+x+1_ 2 n 1 L 0
x—1 (2+1)2 x—1 x2+1 x2+1)%

Caso 2
Oi1(x)=x—1l,z1=a+ib=i=a=0y b=1.
De acuerdo al lema 3, es fécil ver que:

P(i 20+ P +47+1
Ayip= PO _20HEHATHL
0, (i) i—1

por lo que; A =0, B = 1. De lo anterior, se tiene que:

M=1 y N=0.

Por lo tanto;

P(x)  x 244 A+ 1 —x(x—1)
O(x) (2 +1)? (F*+1)*(x—1)
X 2332+ x+1
(x2+1)2 (x2+1)2(x—1)

Pero de acuerdo al lema 3, el polinomio
24+ x34+3x2+x+1 es divisible por x> + 1.
En efecto, al realizar esta division resulta:

Px) __ x 224 x+1
0w @12 wrne—n &
—_—

@
Aplicando nuevamente el lema 3, pero al término (I):

2x2 4+ x+1
(x2+1)(x—1)"

P (x)

0*(x)
El nuevo P(x) es 2x* +x+ 1y Oy (x) esx— 1.
zZi=a+ib=i=a=0y b=1.
Por el lema 3 se observa que:

P(i) —2+i+1
AtiB= 1 _ "% —1,
01 (i) i—1

de donde; A =1y B =0. Luego, se tiene que:

M=0 y N=1.
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Por lo tanto;

Px) 1 2 x4+1—(x—1)
O(x) x+1 (+1)(x—1)
1 2x% 42

TEr)E—)

Al simplificar, se tiene que:

x2+1

Pix) 1 2
0*(x)  x2+1 T

(30)

Se sustituye (30) en (29) se tiene la DFS deseada:

Plx) 2 N 1 X
2+1 0 (2+1)%

O

Cox—1

Problema 2 El siguiente problema fue extraido del
[9] y el mismo consiste en calcular la integral:

A3 112+ 120+ 8
/[x+x+ x4+ 12x+ . 31)

(X2 +2x+3)2(x+1)
Para calcular la integral (31) es necesario la DFS de:

A3+ 112+ 12x+ 8
(X2 +2x+3)%(x+1)

El desarrollo se limitard a realizar solo la DFS vy,
la misma, se hard con el método sugerido por [9]
(MCI y Evaluacién). También, se trabajard con la
técnica propuesta en este articulo y asi se hard la
comparacion entre los métodos utilizados.

Usando el método sugerido en [9]:

X440 + 112 +12x+8
(2 +2x+3)2(x+1)

Ax+B Cx+D n E
(x2+2x+3)2  x24+2x+3 x+1°

Lo anterior puede escribirse como:

X 43+ 11x% +12x+ 8
2 2 = (x+1)
(2 4+2x+3)2(x+1)

Ax+B
(x2 4+ 2x+3)?

Al sustituir por x = —1 se tiene que E = 1.

Cx+D
xX242x+3

+E

Basta comparar los numeradores.

X + 113 + 120+ 8 = (Ax +B)

(x+ 1)+ (Cx+D)(x* +3x* +5x+3)+
E(x* +4x° + 100 + 12x +9).
Para obtener el siguiente sistema de ecuaciones:
C+E=1
3C+D+4E =4

A+5C+3D+10E =11
A+B+3C+12E =12

(32)

Al resolver el sistema (32) se obtiene la siguiente
solucidn:

A=1, B=—-1,C=0y D=0.
De esta forma se han encontrado los coeficientes de
cada una de las fracciones mds simples. [J

El siguiente paso seria integrar. Ese paso no se hara
como ya se habia comentado, el Unico interés es
determinar los coeficientes y comparar la técnica de
este articulo con el método propuesto en [9].

Usando la técnica propuesta en este articulo:

AP 112+ 120+ 8 B
(2 +2x+3)2(x+1)

(P 4+2x+3)2+ (x+1)(x—1)
(2 4+2x+3)>(x+1) '

(33)

Al simplificar el lado derecho de (33) se obtiene:

x4-|-4x3+11x2-|—12x—|-8_
(2 +2x+3)2(x+1)
1 x—1
+ .
x+1 (¥ +2x+3)2
De donde:

A=1,B=-1,C=0,D=0y E=1. O

6. Conclusiones

La descomposicion en fracciones simples puede ser
una tarea muy engorrosa. Explorar métodos alternati-
vos de descomposicion que agilicen el proceso puede
ser muy util para que la descomposicion en fraccio-
nes simples no parezca tan abrumadora. Compren-
der los conceptos bésicos, aprender algunos atajos
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y saber cudndo usarlos es esencial para ser compe-
tente, seguro y eficiente al resolver problemas de
descomposicion en fracciones simples [8].

La principal contribucién de la técnica mostrada en
este articulo radica en su eficiencia superior: ésta
evita por completo la construccion y resolucion
de sistemas lineales, simplificando el proceso a
operaciones algebraicas elementales. Esto no solo
acelera los calculos, sino que también minimiza
errores comunes cometidos generalmente por
estudiantes noveles al utilizar métodos tradicionales.

En ese sentido, la implementacién de una técnica
alternativa que evite el uso de sistemas de ecuaciones
en la descomposicion en fracciones simples resulta
fundamental, ya que optimiza los procesos de
célculo, reduce errores y agiliza, por ejemplo, la
simplificacién de integrales complejas. Ademas,
esta mejora metodoldgica no solo facilita el
andlisis de funciones racionales, sino que también
amplia su aplicabilidad en areas como el cdlculo
avanzado, las ecuaciones diferenciales y la ingenieria,
contribuyendo asi a un enfoque mas eficiente y
accesible en el estudio de las matemadticas aplicadas
y tedricas.

Por otro lado, se destaca que esta nueva técnica no
solo optimiza procesos computacionales, sino que
también amplia las posibilidades pedagbgicas en la
ensefnanza de matematicas avanzadas [5], al ofrecer
un camino mads intuitivo y menos mecdanico para la
DFS, en esa direccién, dos estudios recientes (ver
[3] y [4]) han demostrado que la implementacién de
esta nueva técnica —Ila cual evita el uso de sistemas
de ecuaciones—, en comparaciéon con técnicas
tradicionales como: MCI y MHO, no solo fomenta
actitudes mds positivas en estudiantes universitarios,
sino que también potencia significativamente su
pensamiento algebraico. Estos hallazgos sugieren que
su aplicacién podria contribuir de manera efectiva a
la mejora del rendimiento académico, posiciondndola
como una prometedora herramienta del dlgebra para
la ensefianza del calculo.
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