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Resumen

En este trabajo se considera dar soluciones a sistemas de ecuaciones lineales complejos
simétricos no-hermitianos provenientes de discretizar la ecuacion de Helmholtz 1D por el
método de elementos finitos Local Discontinuous Galerkin (LDG). Se da una descripcion del
problema modelo y se presenta la metodologia clasica de LDG para obtener un sistema de
dos ecuaciones en diferencia. Para dar solucion de manera rapida y eficaz a estos sistemas
se propone una metodologia en la que se comparan dos métodos tipo Krylov para sistemas
de ecuaciones complejos simétricos. Finalmente se exponen los resultados de las pruebas
numéricas realizadas.

Palabras Clave: Ecuacion de Helmholtz, Galerkin discontinuo local, método COCR, método
QMR, subespacios de Krylov.

Solution of symmetric complex linear systems
from discretizing the equation of Helmholtz 1D

Abstract

In this work, it is considered to give solutions to symmetric complex linear systems of non-
Hermitian equations from discretizing the Helmholtz 1D equation by the Local Discontinuous
Galerkin (LDG) finite element method. We have a description of the model problem and we
present the LDG classic methodology to obtain a system of two difference equations. To
provide a quick and effective solution to these systems, a methodology is proposed in which
two Krylov-type methods are compared for complex symmetric equation systems. Finally, the
results of the numerical tests carried out are exposed.

Keywords: COCR method, Helmholtz equation, Krylov subspaces, local discontinuous
Galerkin, QMR method.
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1. Introduccion

La ecuacién de Helmholtz es un modelo matemético
que describe el comportamiento de ondas elasticas,
electromagnéticas y actsticas, la cual puede ser obte-
nida en muchas otras areas de las Ciencias Basicas
e Ingenieria. Sin embargo, resulta habitual que en
la mayoria de los casos (2D, 3D con frontera irregu-
lar y /o no acotada) no se puedan obtener soluciones
analiticas de este tipo de problemas. Debido a esto, en
la préctica, resulta necesario usar métodos numéricos
para dar aproximaciones numéricas de la solucién.
También es sabido que la solucién exacta y la cali-
dad de las aproximaciones numéricas dependen de
un parametro denominado nimero de onda k.

Hoy en dia, existen muchos métodos que ayudan a
estimar la solucién a estos problemas. Estos métodos
son: Diferencias Finitas, Elementos Finitos, Elemen-
tos de Contorno, Volumenes Finitos, Elementos Fi-
nitos Galerkin Discontinuo, Elementos Espectrales,
métodos sin mallas, métodos miméticos, entre otros.

La finalidad de este trabajo, es el estudio del método
COCR (Conjugate A-Orthogonal Conjugate Resi-
dual, [42]), que es una extensién del método CR
(Conjugate Residual, [40]) para sistemas lineales
complejos simétricos. Se busca aproximar la solucién
numérica del sistema lineal resultante, luego de dis-
cretizar la ecuacion de Helmholtz 1D por el método
LDG (Local Discontinuous Galerkin, [17,18,20]) que
es un caso particular dentro de los métodos de DG
(Discontinuous Galerkin, [2,3,6,41,44]). Ademas, se
utiliza el método QMR (Quasi Minimal Residual) pa-
ra comparar los resultados de convergencia y tiempo
de ejecucion ya que son mas eficientes que los méto-
dos tipo gradiente conjugado, [7,29] y los métodos
iterativos evaluados en los nimeros reales para resol-
ver sistemas lineales simétricos complejos, [4,21].

Es de destacar que el método COCR ha sido utili-
zado para resolver ecuaciones de propagaciéon de
ondas acusticas y electromagnetica cuando se uti-
lizan diversos métodos, como lo son: diferencias fi-
nitas, elementos finitos y en muchos casos se com-
binan con metodos de descompocision de dominios
[5,23,27,30-33,36-38,43]. Sin embargo los autores
desconocen de su utilizacién a los sistemas simétricos
complejos obtenidos con el método LDG.

2. Planteamiento del Problema

El estudio de dispersion de ondas acusticas en una
dimensién conlleva al estudio y férmulacién de un
problema de contorno basado en una ecuacion dife-
rencial ordinaria la cual es conocida como la ecuacién
de Helmholtz:

P'+kp=0 (M)

donde p es la presion de la onda acustica y k es el
nimero de onda.

El caso que nos compete se refiere a una onda de
presién (incidente) que choca con una pared infini-
ta o plano. Dicha presién viene dada por la ecua-
cion: pic(x,1) = ee™™ = p;..(x)e~™", donde k es
el nimero de onda y w la frecuencia. Por ser este un
problema de dispersién de ondas en dominios exterio-
res, es necesario imponer una condicién de contorno
en el infinito del tipo Sommerfeld, vea [22]. A este
efecto el plano modela una pared rigida localizada
en x = 0. Después de descomponer la presiéon como:
P(x) = pinc(x) + pse(x), el problema con valores en la
frontera que satisface la presion de dispersion py.(x)
se reduce a:

P4k pe =0, 0<x<I,
1526(0) = ik (2)
5 (1) — ikpye(1) = 0.

La segunda y tercera ecuacién de (2) son la condi-
cién de pared rigida, y la ya mencionada Condicion
de Sommerfeld. La solucién al problema con valores
en la frontera descrito por (2), es la onda estacionaria
Pse(x) = €**. La utilizacién de este enfoque unidi-
mensional es comun para comparar métodos y sus
prestaciones. Entre algunos de ellos que se pueden
mencionar se encuentran [9—12, 16]. También se han
utilizado otros métodos de elementos finitos del tipo
Galerkin Discontinuo para resolver la ecuacion de
Helmholtz, como lo son: [1,24-26, 34].

3. Aplicacion del Método Local Galerkin
Discontinuos (LDG)

En el caso que nos compete se considerard la ecua-
cion de Helmholtz homogénea en 1D:

U +ku=0 en Q. 3)
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Para resolver la ecuacion (3) por el método LDG ( [3]
y [19]), primero es necesario expresar dicha ecua-
cién como un sistema de ecuaciones diferenciales
de primer orden. Para ello, se utiliza la variable au-
xiliar ¢ = u’, obteniéndose el siguiente sistema de
ecuaciones:

g—u' =0, en
qd+kKu=0 en Q. @)
Luego, este sistema es transformado en otro siste-
ma equivalente, pero elemento a elemento. Por ello,
es necesario hacer una discretizacién del dominio e
introducir condiciones de frontera entre elementos.

Sean Q" particiones regulares de Q en subdominios
Qi (es decir, Q = JQ; con Q;NQ; = 0 para i # j),
Q=UQ yIr= U(QN L)), luego la formulacién
del problema (4) quedaria:

g—u' =0, en &
"+KPu=0 en Q
E 5)
lu]=0, en T
lg]=0, en T
donde el operador de salto [| - |] es definido sobre los

nodos frontera x;, usando los valores a la derecha y
a la izquierda que denotaremos por + y - respectiva-
mente, por lo que [|u]] =u™—u" y|lq|]=q¢" —q".

Usando el procedimiento clésico del LDG en el inter-
valo (xj,xj41), para la primera ecuacion del sistema
(5) obtenemos:

Xj+1
/ (g—u')vdx=0

j
e integrando por partes

[+ qudx + f;;_f“ w'dx

j

—djv(x) + a(x; )v(x}) =0. (6)

Similarmente para la segunda ecuacion del sistema
(5) e integrando por partes obtenemos:

X+l 2
/ (g +k"u)tdx=0
x

J

[+ gt dx — k2 [ urdx

Xj

+4;t(x) = Gj17(x;,) =0 (7)

donde los flujos en (6) y (7) son definidos en funcién
de los operadores promedio y salto:

1
{|uj\} = E(Uj-*JrUj*) (promedio)
luj]] = U;L—Uj* (salto)

1
{lajl} = (07 +0;) (promedio)
lg;]] = @ —Q; (salto)

asi, los flujos i; y ¢; vienen dados por:

d; = {luj]} —Cra[uj]] + Ca[[g;]]
g = {lgjl} —Cullujl] +Ci2llg)]]
Para el método LDG C», = 0, por lo tanto, solo se

tienen a Cy1 y C12 como pardmetros del método. De
esta manera, los flujos quedan expresados como:

1
W = E(Uf+UJ-_)7C12(U]7“7Uj‘)

1
g = Q7 +05)-Cu(Uf —U7)+Cn(Q) - Q)

con los valores discretos

U = lim u(x),

J
x—=x]

U; = lim u(x),
XX

0 = lim g(x) y Q; = lim g(x).
X‘)Xj X‘)Xj

3.1 Ecuaciones en Diferencia usando Apro-
ximacion Lineal

En esta seccidn, presentamos el procedimiento clasi-
co para obtener las ecuaciones en diferencia expresa-
das en la variable principal U cuando se usan funcio-
nes de prueba y bases lineales para u, g, vy T en el
sistema (6) y (7), véase [13, 15].

Primero, sean las aproximaciones u, = @;U ;r +
— _ + —

iU Y an = 9;Q; + 9110, de uy q res-
pectivamente, con las funciones bases lineales @;
y @;j+1 definidas en (x;,x;;1). Si usamos las funcio-
nesdeprueba 7, =@,y 7, =@ 1 en(6) yv;=71;y
v; = @;41 en (7) en conjunto con las aproximaciones
u, 'y qn, obtenemos las siguientes ecuaciones:

| - L= hoy—
(3 -Ci)U; +CnU; —3U; +507 +60;,=0 (¥

1 - 1 h ho—
JUF+CnU — (3 +C) U + 507 +507,, =0 (9)
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h h
— 2 2 —
- Cny; +(C11—k g)w U

1 _ 1 __

+ (5+clz) Q; —CnQj +30;,=0 (10
h 2h
20+ -

— k 6U] +(C117k 3)U]+1

_ 1
+ EQf —CnQ, — (5 *Clz) 0/,=0

+
Uy,

1)

respectivamente, donde h = x| — x;

Ahora, resolviendo el sistema de ecuaciones formado
por (8) y (9), se obtiene:

hQS = (4Cp—2)U; —(4Cpp — 1)U}

+ (2C12+2)Uj;1—(2C12+1)U]++1 (12)
hQ7,, = (1-2C)U; —(2C1-2)U}

+ 4+ 1)U, - (#C+2)U} . (13)

Sustituyendo (12) y (13) (con las traslaciones ade-
cuadas) en (10) y (11), se obtiene el sistema de ecua-
ciones en diferencia

AU +BU} | +CU; +DUJ +EU},,

HU; | +EU | +GU; +CUS +HU}

+BUS, =0;  (14)
+AUS,, =0; (15)

donde, A = 1 —4C2,,

B=4C},—2C, -2,

C = —(16C, +2+2Cy1h),

D = 16C}, +4C1 +4+2C 1 h— 3K*h?,
=1-4C}, — JK*h?;

G =16C%, —4C1n +4+2C11h—3K2h* y

H=4C}, +2Cjp —2.

Con este par de ecuaciones, (14) y (15), y al utilizar
las condiciones de contorno se genera el sistema de
ecuaciones lineales simétricos no hermitiano a resol-
ver para el caso que se utilice el método de LDG con
funciones de forma lineales.

3.2 Ecuaciones en Diferencia usando Apro-
ximaciones Cuadraticas

Es esta seccion, presentamos un procedimiento simi-
lar al de la seccidn (3.1) para obtener una ecuacién en
diferencia expresada solo en la variable principal U
cuando se usan funciones de prueba y base cuadréti-
cas para u, ¢, vy T en el sistema formado por (6) y
(7). La diferencia con la seccion (3.1) radica en que

aparecen incorporados nuevos valores (es decir, U f

2
yo,. 1en la discretizacién, por lo que es necesario
eliminarlos.

Primero, utilizando las funciones de base cuadratica
. . g
®j> @ LY Pjr1y las aproximaciones u;, = ;U +

¢ U1 +9Up Yy g = ¢;0) + ¢ 1051+
Qj+1Q;,deuyq respectivamente. Usando las fun-
ciones de prueba v; = @;, v; = Pl Y Vi= Qi
dadas, en (6), se obtienen las siguientes ecuaciones:
(3 -Cn)U; +CnUf —3U;,
+%2Q++ QJ+ T%Q;H =0
U =305+ 50 + 150, 1 + 15054, =0 ()
—%U;r—O—U 1 +C12 j+1 (I +C12) U;;l

I ot _
—309; *ﬁQH% +13051 =0

1 —
3 + GUjJrl

(16)

(18)

Luego, sustituyendo 7; = @;, T; = P 1Y T =i
en la ecuacién (7), obtenemos:

— 2k=h 2thyr—

—CnU; +(C”f—>UJ+ ey, +2hur,
+(3+Cn) focleﬁ;QHl +505,,=0 (19

k hu+ 8/( hU _ UjJrl
+§Q;r—§Qj+1 =0 (20)
2 2 —
Chyt Kby, 1+(C11—M)U]+l cnujy,

_%Qj— + §Qj+% _CIZQ;+1 + (CIZ - j) Q}:_] =0.Q21)

Con estas seis ecuaciones ((16) a la (21)) se pueden
eliminar los valores Uj+% y Qj+%. Por lo tanto, el
sistema resultante puede escribirse en la forma dada
por las ecuaciones (14) y (15), donde,

A= 18(k*h* —20)(4C3, — 1)
2(2C12 +1)(3(1 = C12)k*h? +20(3C1 — 1))
C = —24(18CH, + C1h+ 1)k*H?
+240(12C2, +Cy1h+2)
D = —k*h* + (24(2C1, +1)(9C1, — 1)
+8(3C)1h+ 19))k*h* —240(12C2, +2C5 + C11h +3)
E = k*h* +2(36C%, — 19)k>h® +360(1 — 4C3,)
G = —3k*h* 4 (24(2C1, — 1)(9C12 + 1)
+8(3C11h+19))k*h? —240(12C2, — 2C12 4+ Cy1h+3)
H =12(2C13 — 1)(=3(1+C12)k?h* +-20(3C12 + 1)).

B=1

También, es facil concluir que aunque se aplique el
método LDG de mayor orden se puede obtener esta
estructura.
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4. Métodos utilizados para resolver los
sistemas lineales

4.1 Métodos basados en Subespacios de
Krylov

Los métodos iterativos tipo Krylov, [35], utilizados
para la resolucién de grandes sistemas lineales se
obtienen para adaptarse, en principio, a dos requeri-
mientos basicos, esto es, minimizar una cierta norma
del vector residuo sobre un subespacio de Krylov ge-
nerado por la matriz del sistema y que se traduce en
una convergencia suave sin grandes fluctuaciones y
ofrecer un bajo costo computacional por iteracién sin
exigir alta disponibilidad de almacenaje. Los méto-
dos basados en los subespacios de Krylov, se han
desarrollado para la resolucién de grandes sistemas
de ecuaciones lineales:

Ax=1b (22)
donde la matriz A es no singular y de tipo sparse.
Estos métodos se basan en un proceso de proyec-
cién sobre un subespacio de Krylov que es generado
por vectores de la forma p(A)v. Esto es, se aproxima
A~!b por p(A)v donde p(A) es un polinomio matri-
cial elegido adecuadamente.

4.1.1 Sistemas Lineales Complejos Simétricos

Consideramos sistemas lineales grandes tipo sparse:

Ax=b, AcC”™ con xbeC"

donde A es compleja simétrica pero no-hermitiana,
es decir, A = AT = AH

4.1.2 Subespacios de Krylov

Sea A € C"*"y 0 # b € C". Entonces, llamaremos al
subespacio
Ki(A,b) = (b,Ab,A%b,--- , A" D) (23)

subespacio de Krylov de orden k asociadoa Ay b.

4.2 Método COCR

Sea x, la n—é&sima aproximacién de la solucién al
utilizar un método iterativo. Entonces, el n—ésimo

vector residual r,, = b — Ax,, y la direccion de bisque-
da p, para el método COCR vienen dadas por las
siguientes férmulas recurrentes:

ro = b—Axy, po=ro (24)
'n = Tp-1— an—lApn—l (25)
Pn = Fo—Bu1pn_1, paran=1,2,--- (26)

Para determinar luego los escalares o, 1y B,_1 en
las recurrencias (25) y (26), se tienen las siguientes
condiciones de ortogonalidad:

AWy Ap,LW. 27)

Como vemos en (27), es necesario elegir un subespa-
cio W para determinar estos parametros, por lo tanto,
si haciendo el cambio W = AK,,(A, ) y eligiendo las
condiciones de ortogonalidad para el método COCR:

rlAK,(A, 7)) y  Ap,LAK,(A,F)  (28)
se presenta el proceso para determinar los escalares
0,1y Bn_1 usando las recurrencias (25) y (26) junto

a las condiciones de ortogonalidad dadas en (28).

Para determinar o,_, a partir de (25) se sigue que
el producto interno entre A"7y y r,, es calculado de la
siguiente manera:

(A_”’_’o,”n) = (14_"?0,}"”,1) - anfl(A_n’_’mApnfl)-

Ya que A7y € AK,(A,7), entonces (A"Fo,r,) =0
por la condicién (28). Luego, despejando o,_1, nos
queda:

(Anf()vrn—])

Oy 1= —F=—= .
" (A"Fo,Apn—1)

(29)

Ahora, para determinar f3,_; a partir de (26) se sigue
que el producto interno entre A"7y y Ap, nos queda
de la siguiente manera:

(AHFO;APH) = (14_”’707Arn) + ﬁnfl (AnfovApn*I)

Luego, por la condicién (28), (A"7y,Ap,) = 0; asi:

,Bn,l (A_”f(),Arn) - g (A_”f(),Apn)

= _ = 7 30
(A"Fo,App—1) " (Aot ) G0
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Ahora, notemos que de las recurrencias (24), (25) y

(26), los vectores Ar,~ 1 y Ap, 1 pueden ser reescri-
tos como:

Afn—l =
Aﬁn—l =

donde &, = (—1)" '[T=¢ au.

Cn1 ARy + Az,
En—1A"Fy +AZ,

Az € AK, (A, Fp) 31)
Az € AK, (A, Fo) (32)

Entonces, a partir de (31), (32) y de la condicidn (28),
podemos reescribir el escalar o, como:

(Afn—hrn—l) - (AZ_]7rn—l)

Op-1 = = =
" (App-1,Apn—1) — (AZ2,Apn_1)
_ @honmey) (33)
(Apn—lyApn—l)

Similarmente, tenemos que la férmula para 8, en
(30) viene dada por:

(Apn_fl —AZ_Z, rn)
(Afn—l —AZ_l,rn—1> .

ﬁnfl = —0ph—1

Como Az} y A7, son A—ortogonal, entonces Azj y
Az son A—ortogonal con r, esto es, (Az],Ar;) =0
y (AZ2,Ar;) =0 para j=0,1,--- ,n por lo tanto:

(Aﬁnflarn)
1 =—0_1—. 34
ﬁn 1 n I(Afn—l,rn—l) ( )
Abhora, de (25) podemos ver que:
— 0 1APp—1 = Fp—Tn—1. (35)

Sustituyendo (35) en (34), obtenemos:

(Ar_narn_rn—l)

ﬁnil B (Afn—lyrn—l)

pero (AF,_1,r,—1) = 0 por (28), por lo tanto, la férmu-

la para el escalar 3, 1 nos queda de la siguiente for-
ma:

(_ _narn)

1= = .
ﬁn (A nflarnfl)

(36)

Finalmente, de la relacién (25) y sabiendo que r;, =
b, — Ax,, la n—ésima aproximacién de la solucién x;,
en el método viene dada por:

Xp = Xp—1+ Bn—lpn—l . (37)

4.3 Biortogonalizacion de Lanczos

El algoritmo propuesto por Lanczos para matrices no
simétricas construye, un par de bases biortogonales
Vi, ,Vm Y Wi, , Wy, para los subespacios:

Km(A,V]) = span{VI,AV1, . 7Am_1V1}

Km(Aval) = Span{wl,ATWh... ’(AT)mflwl}
respectivamente.

Laidea es obtener dos matrices V,,, y W,,, formadas por
los vectores vi,- - ,V;, y Wi, - - , Wy, respectivamente,
de manera que se tridiagonalice la matriz A, esto es:

WAV, =T,.

Ademds, como las bases son biortogonales, se satis-
face que:

T
Wm Vm — Iy

4.4 Método QMR

El método QMR (Quasi Minimal Residual) es similar
al método GMRES, [39], y fue propuesto por Freund
y Nachtigal, [28].

A partir del algoritmo de Lanczos se puede demostrar
que:

(38)

donde T,, es una matriz diagonal (m+1) x m

_ _ T
Tm N <5m+ler7r;> ‘

Si vy estd definido como un mdltiplo de ry, es decir,
vi = Bro, el vector residual esta dado por:

b—Ax = b—A(xo+Vny)
= 10— AVpy
= Bvi—Vur1Tny
= Vur1(Ber —Tny).
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La norma del vector residual es por lo tanto,

b= Axl| = [Vins1 (Ber = Ty)l

Si los vectores columna de V. fueran ortonorma-
les, entonces se podria tener que ||b — Ax|| = ||Be; —
T,.y||2, como en GMRES. Por consiguiente, una so-
lucién de minimos cuadrados puede ser obtenida del
subespacio de Krylov minimizando ||Be; — T,,y||2 so-
bre y. En el algoritmo de Lanczos, los v; no son or-
togonales, sin embargo, es ain razonable la idea de
minimizar la funcién

J(v) = |Ber — Tnyll2 (39)
sobre y y calcular la solucién aproximada correspon-
diente xg + V,,y.

De esta manera la aproximacién QMR del subespacio
de Krylov de dimensién m es obtenida como xy +
Vinym, donde y,, minimiza la funcién (34).

5. Pruebas Numéricas

Esta seccidn estd dedicada a la aplicacién de los algo-
ritmos desarrollados anteriormente e implementados
en MATLAB. Concretamente, se ha prestado especial
atencion a sistemas resultantes de la discretizacion
del problema de Helmholtz 1D. El objetivo que se per-
sigue es comprobar la efectividad de los algoritmos,
y realizar un estudio comparativo entre ellos.

En las diferentes pruebas, realizadas con un compu-
tador portatil modelo HP CORE 17 Pavilion Dv6, se
ha fijado un valor de tolerancia igual a 10! en to-
dos los casos. Los resultados son expuestos mediante
curvas de convergencia, en las que se representa el
nimero de iteraciones y/o tiempo de CPU respecto
a la norma del residual necesarios para alcanzar la
tolerancia predeterminada.

El caso que nos compete se refiere a una onda de pre-
sién (incidente) que choca con un plano. La ecuacién
de la presién viene dada por: p,c(x,t) = eMe™™ =
Pinc(x)e~™", donde k es el niimero de onda y w la
frecuencia. A este efecto, el plano modela una pared

rigida localizada en x = 0 (ver 2).

A continuacidn, se muestran los casos estudiados:

5.1 Ejemplo 1

Se aplicé el método LDG al problema planteado en
(2) con los siguientes pardmetros: nimero de on-
da k = 100, grado del polinommio p =5, = 0,
Cj2 = 1/2 y nimero de intervalos N = 20. Luego
de discretizar, el método genera una matriz compleja
simétrica de orden 126x126. En la figura a conti-
nuacién podemos observar las curvas solucién que
representan la solucion exacta (rojo) y la aproximada
(azul) del método LDG:

p=5,N =20,k =100, C12 =05

0.51 O.§2 0.53 0.§4 0.55 0.56 O.§7 O.éS 0.§9 1‘
Figura 1. Solucién para LDG con k= 100, p =5,
C12: 1/2,ﬁ :OyNZZO

Ahora aplicamos los métodos QMR y COCR a la ma-
triz resultante luego de la discretizacion para obtener
los siguientes resultados:

~-QMR
—COCR

400 500

Figura 2. Curvas de convergencia para los métodos
QMR y COCR.

En la siguiente tabla se muestran los resutados obte-
nidos por ambos métodos:

’ Método ‘ Iteraciones Tiempo
COCR 308 0,15819117
QMR 458 0,36488808

Tabla 1. Ejemplo 1: ndmero de iteraciones, tiempo
de CPU en segundos para los métodos QMR y
COCR.

5.2 Ejemplo 2

Similarmente, se aplic6 el método LDG al proble-
ma planteado en (2) con los siguientes parametros:
nimero de onda k = 200, grado del polinommio

FARAUTE Ciencias y Tecnologia, 15(1-2), 2020. 42



Resolucion de sistemas lineales complejos simétricos.

Cadenas y Padilla

p=28,=0,Ci =0y nimero de intervalos N = 30.
Luego de discretizar, el método genera una matriz
compleja simétrica de orden 279x279. En la figura a
continuacién podemos observar las curvas solucién
que representan la solucién exacta (rojo) y la aproxi-
mada (azul) del método LDG:

p =8, N =30, k = 200, C12 =05

0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1

Figura 3. Solucién para LDG con k =200, p = 8,
C12:O,ﬁ :0yN:30.

Ahora aplicamos los métodos QMR y COCR a la ma-
triz resultante luego de la discretizacién para obtener
los siguientes resultados:

. . i
0 500 1000 1500 2000

Figura 4. Curvas de convergencia para los métodos
QMR y COCR.

En la siguiente tabla se muestran los resutados obte-
nidos por ambos métodos:

’ Método ‘ Iteraciones | Tiempo
COCR 1835 1,3941741
QMR 1492 1,6948232

Tabla 2. Ejemplo 2: nimero de iteraciones, tiempo
de CPU en segundos para los métodos QMR y
COCR.

5.3 Ejemplo 3

De nuevo se aplicé el método LDG al problema
planteado en (2) ahora con los siguientes parame-
tros: nimero de onda k = 1000, grado del polinomio
p =12, =0, C;» = 1/2 y niimero de intervalos
N = 35. Luego de discretizar, el método genera una
matriz compleja simétrica de orden 468x468. En la
figura a continuacién podemos observar las curvas

solucién que representan la solucidn exacta (rojo) y
la aproximada (azul) del método LDG:

p =15,N =40, k = 1000, C,, = 0.5

091 092 093 0.94 095 0.96 0.97 098 099 1

Figura 5. Solucién para LDG con k£ = 1000, p = 15,
C12: 1/2,[3 :OyN:40

Ahora aplicamos los métodos QMR y COCR a la ma-
triz resultante luego de la discretizacion para obtener
los siguientes resultados:

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000

Figura 6. Curvas de convergencia para los métodos
QMR y COCR.

En la siguiente tabla se muestran los resutados obte-
nidos por ambos métodos:

] Método ‘ Iteraciones Tiempo
COCR 4448 5,35502259
QMR 4353 6,34001232

Tabla 3. Ejemplo 3: nimero de iteraciones, tiempo
de CPU en segundos para los métodos QMR y
COCR.

6. Conclusiones

En este trabajo se ha estudiado la resolucién de sis-
temas de ecuaciones lineales complejos simétricos
resultantes de discretizar la ecuacién de Helmholtz
1D a traves del método de elementos finitos LDG
(Local Discontinuous Galerkin). Para resolver el sis-
tema generado se utilizaron dos métodos iterativos
basados en subespacios de Krylov, QMR y COCR.
Se mostré a detalle la derivacion de los métodos, asi
como algunas propiedades de ortogonalidad.

Una vez implementados y validados los algoritmos se
procedié a resolver el sistema de ecuaciones resultan-

FARAUTE Ciencias y Tecnologia, 15(1-2), 2020. 43



Resolucion de sistemas lineales complejos simétricos.

Cadenas y Padilla

te de la discretizacion del problema modelo (2) por
medio del LDG, tomando una tolerancia de 1013
para todos los ejemplos. Al comparar la curvas de co-
vergencia, como se puede observar en las figuras (2),
(4) y (6) y en las tablas de comparacién (1), (2) y (3),
nétese que el método COCR es mas eficiente en cuan-
to a tiempo de convergencia que el método QMR. En
el ejemplo 1, el método COCR supera ampliamente
al método QMR en cuanto a tiempo e iteraciones para
llegar a la tolerancia establecida. Para las pruebas rea-
lizadas con k < 500 y p < 12 en cuanto a iteraciones
el método QMR superé al método COCR en dos de
los ejemplos, pero en tiempo de convergencia el méto-
do COCR resulté ser muy eficiente superandolo por
amplio margen como se puede observar en la tablas
gréificas. De acuerdo a los resultados de las pruebas
numericas, queda decir que el método COCR es una
eleccion formidable para resolver sistemas de ecua-
ciones lineales complejos simétricos provenientes de
la discretizacién de la ecuacion de Helmholtz en 1D
utilizando el método LDG.

Queda recomendar el estudio de nuevas técnicas
de precondicionamiento para matrices simétricas,
ademads de hacer mas comparaciones con otros méto-
dos como transpose-free QMR (TFQMR), CGNR,
CGNE, entre otros. También se cree conveniente
extender este estudio para el caso bidimensional,
([8,14]).
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