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Resumen
En este trabajo se considera dar soluciones a sistemas de ecuaciones lineales complejos
simétricos no-hermitianos provenientes de discretizar la ecuación de Helmholtz 1D por el
método de elementos finitos Local Discontinuous Galerkin (LDG). Se dá una descripción del
problema modelo y se presenta la metodologı́a clásica de LDG para obtener un sistema de
dos ecuaciones en diferencia. Para dar solución de manera rápida y eficaz a estos sistemas
se propone una metodologı́a en la que se comparan dos métodos tipo Krylov para sistemas
de ecuaciones complejos simétricos. Finalmente se exponen los resultados de las pruebas
numéricas realizadas.
Palabras Clave: Ecuación de Helmholtz, Galerkin discontinuo local, método COCR, método
QMR, subespacios de Krylov.

Solution of symmetric complex linear systems
from discretizing the equation of Helmholtz 1D

Abstract
In this work, it is considered to give solutions to symmetric complex linear systems of non-
Hermitian equations from discretizing the Helmholtz 1D equation by the Local Discontinuous
Galerkin (LDG) finite element method. We have a description of the model problem and we
present the LDG classic methodology to obtain a system of two difference equations. To
provide a quick and effective solution to these systems, a methodology is proposed in which
two Krylov-type methods are compared for complex symmetric equation systems. Finally, the
results of the numerical tests carried out are exposed.

Keywords: COCR method, Helmholtz equation, Krylov subspaces, local discontinuous
Galerkin, QMR method.
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1. Introducción

La ecuación de Helmholtz es un modelo matemático
que describe el comportamiento de ondas elásticas,
electromagnéticas y acústicas, la cual puede ser obte-
nida en muchas otras áreas de las Ciencias Básicas
e Ingenierı́a. Sin embargo, resulta habitual que en
la mayorı́a de los casos (2D, 3D con frontera irregu-
lar y/o no acotada) no se puedan obtener soluciones
analı́ticas de este tipo de problemas. Debido a esto, en
la práctica, resulta necesario usar métodos numéricos
para dar aproximaciones numéricas de la solución.
También es sabido que la solución exacta y la cali-
dad de las aproximaciones numéricas dependen de
un parámetro denominado número de onda k.

Hoy en dı́a, existen muchos métodos que ayudan a
estimar la solución a estos problemas. Estos métodos
son: Diferencias Finitas, Elementos Finitos, Elemen-
tos de Contorno, Volumenes Finitos, Elementos Fi-
nitos Galerkin Discontinuo, Elementos Espectrales,
métodos sin mallas, métodos miméticos, entre otros.

La finalidad de este trabajo, es el estudio del método
COCR (Conjugate A-Orthogonal Conjugate Resi-
dual, [42]), que es una extensión del método CR
(Conjugate Residual, [40]) para sistemas lineales
complejos simétricos. Se busca aproximar la solución
numérica del sistema lineal resultante, luego de dis-
cretizar la ecuación de Helmholtz 1D por el método
LDG (Local Discontinuous Galerkin, [17,18,20]) que
es un caso particular dentro de los métodos de DG
(Discontinuous Galerkin, [2,3,6,41,44]). Además, se
utiliza el método QMR (Quasi Minimal Residual) pa-
ra comparar los resultados de convergencia y tiempo
de ejecución ya que son mas eficientes que los méto-
dos tipo gradiente conjugado, [7, 29] y los métodos
iterativos evaluados en los números reales para resol-
ver sistemas lineales simétricos complejos, [4, 21].

Es de destacar que el método COCR ha sido utili-
zado para resolver ecuaciones de propagación de
ondas acusticas y electromagnetica cuando se uti-
lizan diversos métodos, como lo son: diferencias fi-
nitas, elementos finitos y en muchos casos se com-
binan con metodos de descompocision de dominios
[5, 23, 27, 30–33, 36–38, 43]. Sin embargo los autores
desconocen de su utilización a los sistemas simétricos
complejos obtenidos con el método LDG.

2. Planteamiento del Problema

El estudio de dispersión de ondas acústicas en una
dimensión conlleva al estudio y fórmulación de un
problema de contorno basado en una ecuación dife-
rencial ordinaria la cual es conocida como la ecuación
de Helmholtz:

p′′+ k2 p = 0 (1)

donde p es la presión de la onda acústica y k es el
número de onda.

El caso que nos compete se refiere a una onda de
presión (incidente) que choca con una pared infini-
ta o plano. Dicha presión viene dada por la ecua-
ción: p̂inc(x, t) = eikte−iwt = pinc(x)e−iwt , donde k es
el número de onda y w la frecuencia. Por ser este un
problema de dispersión de ondas en dominios exterio-
res, es necesario imponer una condición de contorno
en el infinito del tipo Sommerfeld, vea [22]. A este
efecto el plano modela una pared rı́gida localizada
en x = 0. Después de descomponer la presión como:
p(x) = pinc(x)+ psc(x), el problema con valores en la
frontera que satisface la presión de dispersión psc(x)
se reduce a:


p′′sc + k2 psc = 0, 0 < x < 1,
p′sc(0) = ik
d psc
dx (1)− ikpsc(1) = 0.

(2)

La segunda y tercera ecuación de (2) son la condi-
ción de pared rı́gida, y la ya mencionada Condición
de Sommerfeld. La solución al problema con valores
en la frontera descrito por (2), es la onda estacionaria
psc(x) = eikx. La utilización de este enfoque unidi-
mensional es común para comparar métodos y sus
prestaciones. Entre algunos de ellos que se pueden
mencionar se encuentran [9–12, 16]. También se han
utilizado otros métodos de elementos finitos del tipo
Galerkin Discontinuo para resolver la ecuación de
Helmholtz, como lo son: [1, 24–26, 34].

3. Aplicación del Método Local Galerkin
Discontinuos (LDG)

En el caso que nos compete se considerará la ecua-
ción de Helmholtz homogénea en 1D:

u
′′
+ k2u = 0 en Ω. (3)
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Para resolver la ecuación (3) por el método LDG ( [3]
y [19]), primero es necesario expresar dicha ecua-
ción como un sistema de ecuaciones diferenciales
de primer orden. Para ello, se utiliza la variable au-
xiliar q = u′, obteniéndose el siguiente sistema de
ecuaciones:

q−u′ = 0, en Ω;
q′+ k2u = 0 en Ω.

(4)

Luego, este sistema es transformado en otro siste-
ma equivalente, pero elemento a elemento. Por ello,
es necesario hacer una discretización del dominio e
introducir condiciones de frontera entre elementos.

Sean Ωh particiones regulares de Ω en subdominios
Ωi (es decir, Ω̄ =

⋃
Ω̄i con Ωi

⋂
Ω j = /0 para i ̸= j),

Ω̂ =
⋃

Ωi y Γ =
⋃
(Ω̄i

⋂
Ω̄ j), luego la formulación

del problema (4) quedarı́a:
q−u′ = 0, en Ω̄;
q
′
+ k2u = 0 en Ω̄

[|u|] = 0, en Γ

[|q|] = 0, en Γ

(5)

donde el operador de salto [| · |] es definido sobre los
nodos frontera x j, usando los valores a la derecha y
a la izquierda que denotaremos por + y - respectiva-
mente, por lo que [|u|]≡ u+−u− y [|q|]≡ q+−q−.

Usando el procedimiento clásico del LDG en el inter-
valo (x j,x j+1), para la primera ecuación del sistema
(5) obtenemos: ∫ x j+1

x j

(q−u′)vdx = 0

e integrando por partes∫ x j+1
x j

qvdx+
∫ x j+1

x j
uv′dx

−û j+1v(x−j+1)+ û(x+j )v(x
+
j ) = 0. (6)

Similarmente para la segunda ecuación del sistema
(5) e integrando por partes obtenemos:∫ x j+1

x j

(q
′
+ k2u)τdx = 0

∫ x j+1
x j

qτ ′dx− k2 ∫ x j+1
x j

uτdx

+q̂ jτ(x+j )− q̂ j+1τ(x−j+1) = 0 (7)

donde los flujos en (6) y (7) son definidos en función
de los operadores promedio y salto:{

|u j|
}

=
1
2
(U+

j +U−
j ) (promedio)

[[u j]] = U+
j −U−

j (salto){
|q j|

}
=

1
2
(Q+

j +Q−
j ) (promedio)

[[q j]] = Q+
j −Q−

j (salto)

ası́, los flujos û j y q̂ j vienen dados por:

û j =
{
|u j|

}
−C12 [[u j]]+C22 [[q j]]

q̂ j =
{
|q j|

}
−C11 [[u j]]+C12 [[q j]] .

Para el método LDG C22 = 0, por lo tanto, solo se
tienen a C11 y C12 como parámetros del método. De
esta manera, los flujos quedan expresados como:

û j =
1
2
(U+

j +U−
j )−C12(U+

j −U−
j )

q̂ j =
1
2
(Q+

j +Q−
j )−C11(U+

j −U−
j )+C12(Q+

j −Q−
j )

con los valores discretos

U+
j ≡ lı́m

x→x+j
u(x), U−

j ≡ lı́m
x→x−j

u(x),

Q+
j ≡ lı́m

x→x+j
q(x) y Q−

j ≡ lı́m
x→x−j

q(x).

3.1 Ecuaciones en Diferencia usando Apro-
ximación Lineal

En esta sección, presentamos el procedimiento clási-
co para obtener las ecuaciones en diferencia expresa-
das en la variable principal U cuando se usan funcio-
nes de prueba y bases lineales para u, q, v y τ en el
sistema (6) y (7), véase [13, 15].

Primero, sean las aproximaciones uh = ϕ jU+
j +

ϕ j+1U−
j+1 y qh = ϕ jQ+

j + ϕ j+1Q−
j+1 de u y q res-

pectivamente, con las funciones bases lineales ϕ j

y ϕ j+1 definidas en (x j,x j+1). Si usamos las funcio-
nes de prueba τ j = ϕ j y τ j = ϕ j+1 en (6) y v j = τ j y
v j = ϕ j+1 en (7) en conjunto con las aproximaciones
uh y qh, obtenemos las siguientes ecuaciones:

( 1
2 −C12

)
U−

j +C12U+
j − 1

2U−
j+1 +

h
3 Q+

j + h
6 Q−

j+1 = 0 (8)
1
2U+

j +C12U−
j+1 −

( 1
2 +C12

)
U+

j+1 +
h
6 Q+

j + h
3 Q−

j+1 = 0 (9)
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y

− C11U−
j +

(
C11 − k2 h

3

)
U+

j − k2 h
6

U−
j+1

+

(
1
2
+C12

)
Q−

j −C12Q+
j +

1
2

Q−
j+1 = 0 (10)

− k2 h
6

U+
j +

(
C11 − k2 h

3

)
U−

j+1 −C11U+
j+1

+
1
2

Q+
j −C12Q−

j+1 −
(

1
2
−C12

)
Q+

j+1 = 0 (11)

respectivamente, donde h = x j+1 − x j.

Ahora, resolviendo el sistema de ecuaciones formado
por (8) y (9), se obtiene:

hQ+
j = (4C12 −2)U−

j − (4C12 −1)U+
j

+ (2C12 +2)U−
j+1 − (2C12 +1)U+

j+1 (12)

hQ−
j+1 = (1−2C12)U−

j − (2C12 −2)U+
j

+ (4C12 +1)U−
j+1 − (4C12 +2)U+

j+1. (13)

Sustituyendo (12) y (13) (con las traslaciones ade-
cuadas) en (10) y (11), se obtiene el sistema de ecua-
ciones en diferencia

AU−
j−1 +BU+

j−1 +CU−
j +DU+

j +EU−
j+1 +BU+

j+1 = 0; (14)

HU−
j−1 +EU+

j−1 +GU−
j +CU+

j +HU−
j+1 +AU+

j+1 = 0; (15)

donde, A = 1−4C2
12,

B = 4C2
12 −2C12 −2,

C =−(16C2
12 +2+2C11h),

D = 16C2
12 +4C12 +4+2C11h− 2

3 k2h2,

E = 1−4C2
12 − 1

3 k2h2;

G = 16C2
12 −4C12 +4+2C11h− 2

3 k2h2 y

H = 4C2
12 +2C12 −2.

Con este par de ecuaciones, (14) y (15), y al utilizar
las condiciones de contorno se genera el sistema de
ecuaciones lineales simétricos no hermitiano a resol-
ver para el caso que se utilice el método de LDG con
funciones de forma lineales.

3.2 Ecuaciones en Diferencia usando Apro-
ximaciones Cuadráticas

Es esta sección, presentamos un procedimiento simi-
lar al de la sección (3.1) para obtener una ecuación en
diferencia expresada solo en la variable principal U
cuando se usan funciones de prueba y base cuadráti-
cas para u, q, v y τ en el sistema formado por (6) y
(7). La diferencia con la sección (3.1) radica en que

aparecen incorporados nuevos valores (es decir, U j+ 1
2

y Q j+ 1
2

en la discretización, por lo que es necesario
eliminarlos.

Primero, utilizando las funciones de base cuadrática
ϕ j, ϕ j+ 1

2
y ϕ j+1 y las aproximaciones uh = ϕ jU+

j +

ϕ j+ 1
2
U j+ 1

2
+ϕ j+1U−

j+1 y qh = ϕ jQ+
j +ϕ j+ 1

2
Q j+ 1

2
+

ϕ j+1Q−
j+1 de u y q respectivamente. Usando las fun-

ciones de prueba v j = ϕ j, v j = ϕ j+ 1
2

y v j = ϕ j+1

dadas, en (6), se obtienen las siguientes ecuaciones:( 1
2 −C12

)
U−

j +C12U+
j − 2

3U j+ 1
2
+ 1

6U−
j+1

+ 2h
15 Q+

j + h
15 Q j+ 1

2
− h

30 Q−
j+1 = 0 (16)

2
3U+

j − 2
3U−

j+1 +
h
15 Q+

j + 8h
15 Q j+ 1

2
+ h

15 Q−
j+1 = 0 (17)

− 1
6U+

j +U j+ 1
2
+C12U−

j+1 −
( 1

2 +C12
)

U+
j+1

− h
30 Q+

j + h
15 Q j+ 1

2
+ 2h

15 Q−
j+1 = 0. (18)

Luego, sustituyendo τ j = ϕ j, τ j = ϕ j+ 1
2

y τ j = ϕ j+1

en la ecuación (7), obtenemos:

−C11U−
j +

(
C11 − 2k2h

15

)
U+

j − k2h
15 U j+ 1

2
+ 2k2h

30 U−
j+1

+
( 1

2 +C12
)

Q−
j −C12Q+

j − 2
3 Q j+ 1

2
+ 1

6 Q−
j+1 = 0 (19)

− k2h
15 U+

j − 8k2h
15 U j+ 1

2
− k2h

15 U−
j+1

+ 2
3 Q+

j − 2
3 Q−

j+1 = 0 (20)

k2h
30 U+

j − k2h
15 U j+ 1

2
+
(

C11 − 2k2h
15

)
U−

j+1 −C11U+
j+1

− 1
6 Q+

j + 2
3 Q j+ 1

2
−C12Q−

j+1 +
(
C12 − 1

2
)

Q+
j+1 = 0. (21)

Con estas seis ecuaciones ((16) a la (21)) se pueden
eliminar los valores U j+ 1

2
y Q j+ 1

2
. Por lo tanto, el

sistema resultante puede escribirse en la forma dada
por las ecuaciones (14) y (15), donde,

A = 18(k2h2 −20)(4C2
12 −1)

B = 12(2C12 +1)(3(1−C12)k2h2 +20(3C12 −1))

C =−24(18C2
12 +C11h+1)k2h2

+240(12C2
12 +C11h+2)

D =−k4h4 +(24(2C12 +1)(9C12 −1)

+8(3C11h+19))k2h2 −240(12C2
12 +2C12 +C11h+3)

E = k4h4 +2(36C2
12 −19)k2h2 +360(1−4C2

12)

G =−3k4h4 +(24(2C12 −1)(9C12 +1)

+8(3C11h+19))k2h2 −240(12C2
12 −2C12 +C11h+3)

H = 12(2C12 −1)(−3(1+C12)k2h2 +20(3C12 +1)).

También, es fácil concluir que aunque se aplique el
método LDG de mayor orden se puede obtener esta
estructura.
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4. Métodos utilizados para resolver los
sistemas lineales

4.1 Métodos basados en Subespacios de
Krylov

Los métodos iterativos tipo Krylov, [35], utilizados
para la resolución de grandes sistemas lineales se
obtienen para adaptarse, en principio, a dos requeri-
mientos básicos, esto es, minimizar una cierta norma
del vector residuo sobre un subespacio de Krylov ge-
nerado por la matriz del sistema y que se traduce en
una convergencia suave sin grandes fluctuaciones y
ofrecer un bajo costo computacional por iteración sin
exigir alta disponibilidad de almacenaje. Los méto-
dos basados en los subespacios de Krylov, se han
desarrollado para la resolución de grandes sistemas
de ecuaciones lineales:

Ax = b (22)

donde la matriz A es no singular y de tipo sparse.
Estos métodos se basan en un proceso de proyec-
ción sobre un subespacio de Krylov que es generado
por vectores de la forma p(A)v. Esto es, se aproxima
A−1b por p(A)v donde p(A) es un polinomio matri-
cial elegido adecuadamente.

4.1.1 Sistemas Lineales Complejos Simétricos

Consideramos sistemas lineales grandes tipo sparse:

Ax = b, A ∈ Cn×n con x,b ∈ Cn

donde A es compleja simétrica pero no-hermitiana,
es decir, A = AT = ĀH

4.1.2 Subespacios de Krylov

Sea A ∈Cn×n y 0 ̸= b ∈Cn. Entonces, llamaremos al
subespacio

Kk(A,b) = (b,Ab,A2b, · · · ,Ak−1b) (23)

subespacio de Krylov de orden k asociado a A y b.

4.2 Método COCR

Sea xn la n−ésima aproximación de la solución al
utilizar un método iterativo. Entonces, el n−ésimo

vector residual rn = b−Axn y la dirección de búsque-
da pn para el método COCR vienen dadas por las
siguientes fórmulas recurrentes:

r0 = b−Ax0, p0 = r0 (24)

rn = rn−1 −αn−1Apn−1 (25)

pn = rn −βn−1 pn−1, para n = 1,2, · · · (26)

Para determinar luego los escalares αn−1 y βn−1 en
las recurrencias (25) y (26), se tienen las siguientes
condiciones de ortogonalidad:

rn⊥W y Apn⊥W. (27)

Como vemos en (27), es necesario elegir un subespa-
cio W para determinar estos parámetros, por lo tanto,
si haciendo el cambio W = ĀKn(Ā, r̄0) y eligiendo las
condiciones de ortogonalidad para el método COCR:

rn⊥ĀKn(Ā, r̄0) y Apn⊥ĀKn(Ā, r̄0) (28)

se presenta el proceso para determinar los escalares
αn−1 y βn−1 usando las recurrencias (25) y (26) junto
a las condiciones de ortogonalidad dadas en (28).

Para determinar αn−1, a partir de (25) se sigue que
el producto interno entre Ānr̄0 y rn es calculado de la
siguiente manera:

(Ānr̄0,rn) = (Ānr̄0,rn−1)−αn−1(Ānr̄0,Apn−1).

Ya que Ānr̄0 ∈ ĀKn(Ā, r̄0), entonces (Ānr̄0,rn) = 0
por la condición (28). Luego, despejando αn−1, nos
queda:

αn−1 =
(Ānr̄0,rn−1)

(Ānr̄0,Apn−1)
. (29)

Ahora, para determinar βn−1 a partir de (26) se sigue
que el producto interno entre Ānr̄0 y Apn nos queda
de la siguiente manera:

(Ānr̄0,Apn) = (Ānr̄0,Arn)+βn−1(Ānr̄0,Apn−1).

Luego, por la condición (28), (Ānr̄0,Apn) = 0; ası́:

βn−1 =
(Ān r̄0,Arn)

(Ān r̄0,Apn−1)
=−αn−1

(Ān r̄0,Apn)

(Ān r̄0,rn−1)
. (30)
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Ahora, notemos que de las recurrencias (24), (25) y
(26), los vectores Ā ¯rn−1 y Ā ¯pn−1 pueden ser reescri-
tos como:

Ār̄n−1 = c̄n−1Ān r̄0 + Āz̄1, Āz̄1 ∈ ĀKn(Ā, r̄0) (31)

Āp̄n−1 = c̄n−1Ān r̄0 + Āz̄2, Āz̄2 ∈ ĀKn(Ā, r̄0) (32)

donde c̄n−1 = (−1)n−1
∏

n−2
i=0 αi.

Entonces, a partir de (31), (32) y de la condición (28),
podemos reescribir el escalar αn−1 como:

αn−1 =
(Ār̄n−1,rn−1)− (Āz̄1,rn−1)

(Ā ¯pn−1,Apn−1)− (Āz̄2,Apn−1)

=
(Ār̄n−1,rn−1)

(Ā ¯pn−1,Apn−1)
. (33)

Similarmente, tenemos que la fórmula para βn−1 en
(30) viene dada por:

βn−1 =−αn−1
(Ā ¯pn−1 − Āz̄2,rn)

(Ār̄n−1 − Āz̄1,rn−1)
.

Como Āz̄1 y Āz̄2 son Ā−ortogonal, entonces Āz̄1 y
Āz̄2 son Ā−ortogonal con r j, esto es, (Āz̄1,Ar j) = 0
y (Āz̄2,Ar j) = 0 para j = 0,1, · · · ,n por lo tanto:

βn−1 =−αn−1
(Āp̄n−1,rn)

(Ār̄n−1,rn−1)
. (34)

Ahora, de (25) podemos ver que:

−αn−1Apn−1 = rn − rn−1. (35)

Sustituyendo (35) en (34), obtenemos:

βn−1 =
(Ār̄n,rn − rn−1)

(Ār̄n−1,rn−1)

pero (Ār̄n−1,rn−1)= 0 por (28), por lo tanto, la fórmu-
la para el escalar βn−1 nos queda de la siguiente for-
ma:

βn−1 =
(Ār̄n,rn)

(Ār̄n−1,rn−1)
. (36)

Finalmente, de la relación (25) y sabiendo que rn =
bn −Axn, la n−ésima aproximación de la solución xn

en el método viene dada por:

xn = xn−1 +βn−1 pn−1. (37)

4.3 Biortogonalización de Lanczos

El algoritmo propuesto por Lanczos para matrices no
simétricas construye, un par de bases biortogonales
v1, · · · ,vm y w1, · · · ,wm para los subespacios:

Km(A,v1) = span{v1,Av1, · · · ,Am−1v1}

y

Km(AT ,w1) = span{w1,AT w1, · · · ,(AT )m−1w1}

respectivamente.

La idea es obtener dos matrices Vm y Wm formadas por
los vectores v1, · · · ,vm y w1, · · · ,wm respectivamente,
de manera que se tridiagonalice la matriz A, esto es:

W T
m AVm = Tm.

Además, como las bases son biortogonales, se satis-
face que:

W T
m Vm = Im.

4.4 Método QMR

El método QMR (Quasi Minimal Residual) es similar
al método GMRES, [39], y fue propuesto por Freund
y Nachtigal, [28].
A partir del algoritmo de Lanczos se puede demostrar
que:

AVm =Vm+1T̄m (38)

donde T̄m es una matriz diagonal (m+1)×m

T̄m =

(
Tm

δm+1eT
m

)
.

Si v1 está definido como un múltiplo de r0, es decir,
v1 = β r0, el vector residual está dado por:

b−Ax = b−A(x0 +Vmy)

= r0 −AVmy

= βv1 −Vm+1T̄my

= Vm+1(βe1 − T̄my).
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La norma del vector residual es por lo tanto,

∥b−Ax∥= ∥Vm+1(βe1 − T̄my)∥2.

Si los vectores columna de Vm+1 fueran ortonorma-
les, entonces se podrı́a tener que ∥b−Ax∥= ∥βe1 −
T̄my∥2, como en GMRES. Por consiguiente, una so-
lución de mı́nimos cuadrados puede ser obtenida del
subespacio de Krylov minimizando ∥βe1 − T̄my∥2 so-
bre y. En el algoritmo de Lanczos, los vi no son or-
togonales, sin embargo, es aún razonable la idea de
minimizar la función

J(y) = ∥βe1 − T̄my∥2 (39)

sobre y y calcular la solución aproximada correspon-
diente x0 +Vmy.

De esta manera la aproximación QMR del subespacio
de Krylov de dimensión m es obtenida como x0 +
Vmym, donde ym minimiza la función (34).

5. Pruebas Numéricas

Esta sección está dedicada a la aplicación de los algo-
ritmos desarrollados anteriormente e implementados
en MATLAB. Concretamente, se ha prestado especial
atención a sistemas resultantes de la discretización
del problema de Helmholtz 1D. El objetivo que se per-
sigue es comprobar la efectividad de los algoritmos,
y realizar un estudio comparativo entre ellos.

En las diferentes pruebas, realizadas con un compu-
tador portátil modelo HP CORE I7 Pavilion Dv6, se
ha fijado un valor de tolerancia igual a 10−15 en to-
dos los casos. Los resultados son expuestos mediante
curvas de convergencia, en las que se representa el
número de iteraciones y/o tiempo de CPU respecto
a la norma del residual necesarios para alcanzar la
tolerancia predeterminada.

El caso que nos compete se refiere a una onda de pre-
sión (incidente) que choca con un plano. La ecuación
de la presión viene dada por: p̂inc(x, t) = eikte−iwt =
pinc(x)e−iwt , donde k es el número de onda y w la
frecuencia. A este efecto, el plano modela una pared
rı́gida localizada en x = 0 (ver 2).

A continuación, se muestran los casos estudiados:

5.1 Ejemplo 1

Se aplicó el método LDG al problema planteado en
(2) con los siguientes parámetros: número de on-
da k = 100, grado del polinommio p = 5,β = 0,
C12 = 1/2 y número de intervalos N = 20. Luego
de discretizar, el método genera una matriz compleja
simétrica de orden 126x126. En la figura a conti-
nuación podemos observar las curvas solución que
representan la solución exacta (rojo) y la aproximada
(azul) del método LDG:

0.91 0.92 0.93 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98 0.99 1

−1

−0.5

0

0.5

1

p = 5, N =20, k = 100, C
12

 = 0.5

Figura 1. Solución para LDG con k = 100, p = 5,
C12 = 1/2, β = 0 y N = 20.

Ahora aplicamos los métodos QMR y COCR a la ma-
triz resultante luego de la discretización para obtener
los siguientes resultados:

0 100 200 300 400 500
10

−15

10
−10

10
−5

10
0

 

 

QMR

COCR

Figura 2. Curvas de convergencia para los métodos
QMR y COCR.

En la siguiente tabla se muestran los resutados obte-
nidos por ambos métodos:

Método Iteraciones Tiempo
COCR 308 0,15819117
QMR 458 0,36488808

Tabla 1. Ejemplo 1: número de iteraciones, tiempo
de CPU en segundos para los métodos QMR y
COCR.

5.2 Ejemplo 2

Similarmente, se aplicó el método LDG al proble-
ma planteado en (2) con los siguientes parámetros:
número de onda k = 200, grado del polinommio
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p = 8,β = 0, C12 = 0 y número de intervalos N = 30.
Luego de discretizar, el método genera una matriz
compleja simétrica de orden 279x279. En la figura a
continuación podemos observar las curvas solución
que representan la solución exacta (rojo) y la aproxi-
mada (azul) del método LDG:

0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1

−1

−0.5

0

0.5

1

p = 8, N =30, k = 200, C
12

 = 0.5

Figura 3. Solución para LDG con k = 200, p = 8,
C12 = 0, β = 0 y N = 30.

Ahora aplicamos los métodos QMR y COCR a la ma-
triz resultante luego de la discretización para obtener
los siguientes resultados:

0 500 1000 1500 2000
10

−15

10
−10

10
−5

10
0

 

 

COCR

QMR

Figura 4. Curvas de convergencia para los métodos
QMR y COCR.

En la siguiente tabla se muestran los resutados obte-
nidos por ambos métodos:

Método Iteraciones Tiempo
COCR 1835 1,3941741
QMR 1492 1,6948232

Tabla 2. Ejemplo 2: número de iteraciones, tiempo
de CPU en segundos para los métodos QMR y
COCR.

5.3 Ejemplo 3

De nuevo se aplicó el método LDG al problema
planteado en (2) ahora con los siguientes paráme-
tros: número de onda k = 1000, grado del polinomio
p = 12,β = 0, C12 = 1/2 y número de intervalos
N = 35. Luego de discretizar, el método genera una
matriz compleja simétrica de orden 468x468. En la
figura a continuación podemos observar las curvas

solución que representan la solución exacta (rojo) y
la aproximada (azul) del método LDG:

0.91 0.92 0.93 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98 0.99 1

−1

−0.5

0

0.5

1

p = 15, N =40, k = 1000, C
12

 = 0.5

Figura 5. Solución para LDG con k = 1000, p = 15,
C12 = 1/2, β = 0 y N = 40.

Ahora aplicamos los métodos QMR y COCR a la ma-
triz resultante luego de la discretización para obtener
los siguientes resultados:

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
10

−15

10
−10

10
−5

10
0
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Figura 6. Curvas de convergencia para los métodos
QMR y COCR.

En la siguiente tabla se muestran los resutados obte-
nidos por ambos métodos:

Método Iteraciones Tiempo
COCR 4448 5,35502259
QMR 4353 6,34001232

Tabla 3. Ejemplo 3: número de iteraciones, tiempo
de CPU en segundos para los métodos QMR y
COCR.

6. Conclusiones

En este trabajo se ha estudiado la resolución de sis-
temas de ecuaciones lineales complejos simétricos
resultantes de discretizar la ecuación de Helmholtz
1D a traves del método de elementos finitos LDG
(Local Discontinuous Galerkin). Para resolver el sis-
tema generado se utilizaron dos métodos iterativos
basados en subespacios de Krylov, QMR y COCR.
Se mostró a detalle la derivación de los métodos, ası́
como algunas propiedades de ortogonalidad.

Una vez implementados y validados los algoritmos se
procedió a resolver el sistema de ecuaciones resultan-
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te de la discretización del problema modelo (2) por
medio del LDG, tomando una tolerancia de 10−15

para todos los ejemplos. Al comparar la curvas de co-
vergencia, como se puede observar en las figuras (2),
(4) y (6) y en las tablas de comparación (1), (2) y (3),
nótese que el método COCR es mas eficiente en cuan-
to a tiempo de convergencia que el método QMR. En
el ejemplo 1, el método COCR supera ampliamente
al método QMR en cuanto a tiempo e iteraciones para
llegar a la tolerancia establecida. Para las pruebas rea-
lizadas con k < 500 y p < 12 en cuanto a iteraciones
el método QMR superó al método COCR en dos de
los ejemplos, pero en tiempo de convergencia el méto-
do COCR resultó ser muy eficiente superándolo por
amplio margen como se puede observar en la tablas
gráficas. De acuerdo a los resultados de las pruebas
numericas, queda decir que el método COCR es una
elección formidable para resolver sistemas de ecua-
ciones lineales complejos simétricos provenientes de
la discretización de la ecuación de Helmholtz en 1D
utilizando el método LDG.

Queda recomendar el estudio de nuevas técnicas
de precondicionamiento para matrices simétricas,
además de hacer mas comparaciones con otros méto-
dos como transpose-free QMR (TFQMR), CGNR,
CGNE, entre otros. También se cree conveniente
extender este estudio para el caso bidimensional,
( [8, 14]).
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