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Resumen

Este articulo de tipo estado del arte presenta una conjetura planteada por Giuseppe Melfi, acerca
del comportamiento asintético de la distribucion de los nUmeros que escritos en binario satisfacen
que tanto el nUmero como su cuadrado tienen la misma cantidad de unos. Este problema nos lleva a
introducir una serie de resultados relacionados con la funcién B(n) que cuenta el nimero de unos del
entero n escrito en binario. Los nimeros que satisfacen la propiedad B(n) = B(n?*) se conocen como
numeros (2,1,2) y la conjetura de Melfi cuenta la proporcién de numeros de este tipo. En general, un
entero positivo n satisface la propiedad (k,/,m) si la suma de sus digitos en su desarrollo en base k es
[ veces la suma de los digitos del desarrollo en base k de »™. El trabajo de Melfi fue introducido en
2005, nos centramos en ese trabajo y sus posteriores referencias. Sin embargo, estudiaremos ciertos
trabajos anteriores relacionados con la funcion B(n) los cuales introducen propiedades del promedio
de esta. Nuestra contribucion se centra en presentar una revision de los avances relacionados con
los niumeros (2,1,2) y presentar detalles en las demostraciones que fueron omitidos en los articulos
estudiados.

Palabras Clave: Conjetura de Melfi, digitos binarios, distribucion asintética.

Some properties of the sum of the digits of binary numbers

Abstract

This state of the art article presents a conjecture proposed by Giuseppe Melfi about the asymptotic
behavior of the distribution of numbers written in binary that satisfy the requirement that both the number
and its square have the same number of ones. This problem leads us to introduce a series of results
related to the function B(r) that counts the number of ones in the integer » written in binary. Numbers
that satisfy the property B(n) = B(n?) are known as (2, 1,2) numbers, and the Melfi's conjecture counts
the proportion of numbers of this type. In general, a positive integer n satisfies the property (k,l,m) if
the sum of its digits in its base k expansion is I times the sum of the digits in the base k expansion of n™.
Melfi’s work was introduced in 2005; we focus on that work and subsequent references. However, we
will study certain previous works related to the function B(n) that introduce properties of its average.
Our contribution focuses on presenting a review of the progress related to the numbers (2,1,2) and
presenting details in the proofs that were omitted in the articles studied.

Keywords: Asymptotic distribution, binary digits, Melfi’s conjecture.

47



Algunas propiedades de la suma de digitos binarios.

Hernandez et al.

1. Introduccion

Sea n € N, y consideremos su representaciéon como
suma de potencias de base 2 dada por n = Zi-;l c2i1,
donde ¢; € {0,1}, ¢ = 1. Diremos que la cadena
(ck-...c1) es la expansion binaria de n. Se define la
funcién suma de digitos binarios por:

B(n) = Zc,-. (1)

La funcidén contadora de digitos es el concepto clave
que conecta la teoria de nimeros con la seguridad
criptografica préctica, [16]. Esta funcién simplemente
mide la longitud de un niimero en bits, que es la
unidad fundamental de la informacién digital. En
criptografia, la fortaleza de un sistema no se basa en
el valor de una clave, sino en su longitud (por ejemplo,
una clave de 256 bits). Esta longitud, determinada por
la funcién contadora de digitos, define el nimero total
de combinaciones posibles, haciendo que un ataque
de fuerza bruta sea exponencialmente mds dificil con
cada bit que se afiade.

Un ejemplo del uso de esta funcion es el algoritmo
RSA (Ron Rivest, Adi Shamir y Leonard Adleman,
ver [18]), éste es un sistema de criptografia de cla-
ve publica que utiliza un par de claves matematicas;
una publica (para cifrar) y una privada (para desci-
frar), para asegurar comunicaciones y realizar firmas
digitales.

El estudio sistematico de B(n) fue iniciado por Bush
[3] y Stolarsky [19,20], quienes establecieron relacio-
nes profundas entre la suma de digitos y propiedades
asintéticas de sucesiones numéricas.

En el caso general se pueden estudiar el nimero de
digitos para representaciones de un entero en cual-
quier base r, denotamos por s,(n) esta suma. En al-
gunos casos, esta funcién se puede evaluar en polino-
mios con variable entera p(n). Conforme con la nota-
cidn establecida en [15], un nimero n € Nes (2,1,2)
si satisface la propiedad B(n) = B(n?), en este Melfi
estudia p(n) = n?. Observemos que s,(n) = B(n).

Entre los principales autores que han estudiado las
propiedades y relaciones puntuales de s,(n), por ejem-
plo, [19], [13], [15] y [8]. En particular, una conjetura
de Stolarsky introducida en [19] sobre algunas pro-
piedades de distribucion de la razén s,(p(n))/s,(n)

ha sido recientemente resuelta por Hare et al. en [10].
Melfi en [15] propuso estudiar el conjunto de 7 tales
que B(n?) = B(n), y demostré que

#{n <N : B(n®) =B(n)} > N,
donde el simbolo # indica el cardinal de un conjunto.

Usando argumentos probabilisticos heuristicos, Melfi
conjeturd el resultado mas fuerte

NOC
logN

#{n<N:B(n*)=Bn)}~ ()

y calcul6 un valor explicito para o ~ 0,75488.

En la seccién 2, se estudian algunas propiedades de la
funcién B(n), entre las principales que es subaditiva y
submultiplicativa. En la seccion 3, se estudia la suma
promedio de digitos en cualquier base. En la seccién
4, se estudia la funcién B evaluada en un polinomio
p(n) =n’ y su comportamiento limite. En la seccién
5, damos propiedades de los nimeros (2,1,2). La
seccidn 6 presenta el argumento heuristico de Melfi
que permite introducir la conjetura dada por la ecua-
cién (2). Por ultimo, en la seccién 7, se enuncian sin
demostracién algunos resultados referentes a ecua-
ciones con numeros (2, 1,2).

2. Funcion Suma de Digitos de un
numero escrito en representacion
binaria

Se presentan en la seccion definiciones bdsicas y pro-
piedades generales que serdn utilizadas a lo largo del
trabajo. En particular damos la demostracién de la
subaditividad y submultiplicatividad de la funcién
que cuenta los 1 en la representacion binaria de un
entero, éstos son resultados bdsicos pero sus respec-
tivas demostraciones son dificiles de encontrar en la
literatura por lo cual las incluimos en detalle.

Definicion 1 Sean € N,n = (cycy—1 ...c1) un niime-
ro escrito en base dos. Sea B : N — N la funcion
suma de digitos binaria, la cual se define por B(n) =

k
Zi:1 Ci.

Ejemplo: Sea n = (11001); en este caso, ¢5 = 1,
ca=1,¢3=0,c, =0y ¢y = 1. Por lo tanto, B(n) =
1+414+04+0+1=3.
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Observacion 1 La expansion binaria estd compues-
ta de unos y ceros, por esta razon, en algunos casos
utilizaremos la notacion compacta del niimero en la

k—veces 1 b—veces 0
— — .
que (1...1)= (1)) ¥ (0...0)= (0()); por ejemplo,

el niimero (111100011) se denotard (1(4)0(3)1(2)).

Observemos que para cada k € N, 2% =
lo tanto, B(2¥) = 1.

(10(1{))9 por

Deﬁnici(')n 2 Deﬁnimos el conjugado de n =
" ci25porn' =Y 277!, donde ¢ =1—c.

El siguiente teorema muestra una relacién entre la
suma de digitos B(n) y la suma de digitos de su con-
jugado B(n').

Teorema 1 Si n = Y5  ¢2'7, entonces n' = 2F —
n—1yB(n)=k—B2"—n—1).

Demostracion: Comoc,=1—c;yn' =Y~ 21,
tenemos que:

k
n/ — 21'71 _
5

El primer sumando es una suma de términos de una
progresion geométrica cuya sumatoria es 28 — 1 —n
y el segundo sumando es igual a n por hipdtesis, por
lo tanto:

k .
Zc,-Z’*l.

n=2—1-n. (3)

Ahora, falta comprobar que B(n) = k—B(2K —n—1).

1 i

k
1-Y ci=k—B(n)

1 i=1

M»
M»

B(n) =

Luego, por la ecuacién (3), tenemos que

B(n) = k—B(2

—n—1). =

A continuacién demostraremos la subaditividad de
la funcién B. Para este fin requerimos del siguiente
lema.

Lemal Seann= Z, Lci271, jeN* tal que j <k
yn+2/ = Zfﬂl d;2'='. Entonces

B(n+2/)=1-L;+B(n),

donde:
L; = min{!/ =0}
j 1611{]1{ / Cj+l }

Demostracion: Consideremos el casoenque cjyi =
0. Tenemos que d, = ¢, para todo g € {1,2,..., j},
djs1=1,dy=cyparatodog e {j+2,j+3,...,k}
y di41 = 0; en consecuencia, B(n+2/) = B(n) + 1
y se verifica el Lema 1, ya que L; = 0. Este caso se
ilustra en la tabla 1.

Consideremos el caso en que ¢ = 1. Para observar
lo que ocurre en este caso, referimos al cdlculo que se
muestra en la tabla 2. En este caso, L; > 0, ya que el
minimo de los indices para el cual cj; = 0 es mayor
que j+ 1. Asf, B(n+2/) = 1+ B(n) — L;. En efecto:
se suman las cifras de n, se afiade 1 (el uno que se
agrega en la posicion j+1) y se le resta L; (que no
es mds que la cantidad de ceros producto del acarreo
al sumar 1, es decir, los 1 que fueron cambiados por
cero al sumar). [ ]

Observacién 2 Para j > k se tiene que B(n+2/) =
B(n)+ 1.

Utilizando este lema, demostraremos la subaditividad
de la funcién B.

Teorema 2 Sim,n € N, se tiene que

B(m+n) < B(m)+ B(n).
Demostracion: Sea n = 27:1261 , con e > ey >

.. > ey > 0; asi, solamente consideramos las poten-
cias de dos cuyo coeficiente es uno en la expansion
binaria de n. Entonces, aplicando el Lema 1 repetidas
veces, tenemos que:

B(m+n) =

d
B(m+ Y 2¢9)
j=1

d
< 1+B(m+ Y 29)
Jj=2
d—veces

—
< (U+14...41)+B(m)
B(n)+B(m). m

Observacion 3 Una condicién para que se cumpla
la igualdad es que cuando realizamos la suma en
binario de m+ n no ocurran acarreos. Esto ocurre
cuando las posiciones de los 1 de m y n estdn sepa-
radas suficientemente por ceros. Ejemplo: sean m =
10110000, n = 111, B(m) = 3 y B(n) = 3 entonces
m-+n=10110111y B(m+n) = 6 = B(m) + B(n).

Ahora, veremos un lema que nos muestra que, al
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Ck oo Cir(41)  Cj+l 0 ¢ ci
+ 1 0 0
dk+] dk dj—i—(l-‘r]) dj+[ 1 dj d]
Tabla 1
Cr ... Cj+([+1) Cjtl 1 1 Cj C1
+ 1 0 0
diy1  dy dirasn 1 0 0 d; di
Tabla 2
multiplicar un niimero por una potencia de dos, no se  Asi culmina la demostracién. |

altera su suma de digitos.
Lema 2 Para todo j € N, B(2/n) = B(n).

Demostracion: Sea n = (cycr_1...czc1). Haremos
esta prueba por induccién sobre j € N:

= j=1:Aqui tenemos que:

k
C,'2l_1 = Zci2’.
i=1

k
2n=2

i=1
Por lo tanto:

B(2n) =) c¢;i=B(n).

gl

i=1

= Hipétesis inductiva: Supongamos que la pro-
posicion se cumple para k € N, y veamos que
se cumple para k + 1:

B(2*'n) =B [2(2’%)] — B(2*n) =B(n). m

El siguiente teorema demuestra la submultiplicativi-
dad de B.

Teorema 3 Para m,n € N,
B(mn) < B(m)B(n).

Demostracion: Si m = 1, B(nm) = B(n)l =
B(m)B(n). Asi pues, supongamos que m > 1 yn > 1.
Sea n = (cxcr—1...c1). Entonces, aplicando la subadi-
tividad de B y el lema anterior, y recordando que
c; €{0,1} parai € {l1,...,k}, tenemos lo siguiente:
B(nm) = B(c2'm+...+cim)
B(c; 2" 'm) + ...+ B(cym)
B(cym)+ ...+ B(cim)
B(ck)B(m)+ ...+ B(c1)B(m)
[B(ck)+ ...+ B(c1)]|B(m)
= B(n)B(m).

I /AN

Ahora, en el siguiente lema y en su correspondiente
corolario, estableceremos una cota tanto para la can-
tidad méxima de digitos que tiene un ndmero binario
como para el valor maximo de B(n).

Lema 3 Para cada entero positivo n = 2 +2°2 4
2%, conel >ey> ... > e =0, se tiene que:

logr(n) —1 < e <loga(n).

Demostracion: Por hipdtesis, se tiene que
201 L 291 4 2% 4 ... 4 2% = n, entonces 2°! < n, por

In(n)

lo que e¢; < o) = logs(n).

Observemos que:
r 1 e|—ej (=) 1 j
£(;) <x() -
j=1 j=0

,
271)y 29<2
j=1

27 L2
n<20t

De donde, tomando logaritmos, concluimos que:

In(n)
In(2)

—1=logy(n)—1<ey. [

Corolario 1 Para cada n € N:
B(n) < [loga(n)] + 1.

Demostracion: Como n = 2° +2 + ... +2°, es
facil ver que B(n) < e; + 1 (ya que algunos de los
coeficientes c; en la expansién binaria de n pueden
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ser iguales a cero, y en el mejor de los casos todos
son iguales a 1). En consecuencia, usando el lema
anterior:

] +1=[loga(n)]+1. m

3. Suma Promedio de Digitos

En esta seccidn se presenta una férmula que aproxi-
ma el valor promedio de la suma de los digitos de
nimeros enteros a medida que estos nimeros tienden
a infinito. E. Bush en [3] demostré que

amozzn@%fgl

k<n

nlog.n

sin una férmula de error, donde s, (k) es la suma de
los digitos para un niimero escrito en base r. En 1968,
Trollope en [21] demostrd una férmula explicita pa-
ra el término de error en el caso r = 2. En 1975,
Delange en [6] extendid el resultado de Trollope a
una base arbitraria r utilizando otra metodologia. En
1999, Cooper y Kennedy aplicaron el método de Tro-
llope con una base general r y demostraron que la
forma de los errores es igual para cualquier r, ver [5].
Recientemente en 2024, Erdenebat y Wong en [9]
introducen una prueba diferente a la de Troppelle
en el caso r = 2. Para generalizaciones en diferentes
direcciones ver [7, 8].

Reproducimos los resultados del articulo de Bush,
incluimos la demostracién del teorema 3 que €l deja
al lector. Ademds demostramos los detalles de cada
uno de sus teoremas. No incluimos resultados del
célculo del error porque implicaria introducir férmu-
las de aproximacién que requieren herramientas mds
analiticas.

Definicion 3 Sean n,r € N;r > 2. Sea n =
(ckCk—1-..c1)r. Entonces, definimos y denotamos la
funcién suma de digitos en base r de la siguiente
manera: s, N — N /s,(n) =YY% c;.

Definicion 4 Sean n,r € N, con r > 2. Denotamos
por S(r,n) = X?;é B, (k). Entonces, %’1) es la suma

promedio de digitos.

Ahora, procederemos a establecer un comportamien-

to asintético de @

Teorema 4

S(r,n) n (r—1)In(n)
n 2In(r)

Es decir:

. 28(r,n)in(r) B
’}glc}o (r—Dnln(n) L @

Demostracion: Consideremos todos los nimeros des-
de 0 hasta n — 1, inclusive, escritos en su orden na-
tural en base r. Los digitos que estdn en el i-ésimo
lugar (contando de derecha a izquierda) se repiten en
periodos de ' niimeros, y cada periodo consta de 7/~
de cada uno de los digitos 0,1,...,7 — 1. El dltimo
periodo estard completo si y sélo si n es divisible
entre . Sea s; la suma de digitos en el i-ésimo lugar
(contando de derecha a izquierda) de todos los nime-
ros desde 0 an— 1. Como r € Z, si hacemos [%] ,de
la definicién de funcién parte entera, obtenemos que:

Luego, multiplicando por #, tenemos que:

n—ri<{ﬁi}ri:>[n]ri>n—ri. ®))
r

7

Ahora, de la definicién de funcién parte entera, llega-
mos a que:

[%+¢}<n+ﬂ. ©6)

Entonces, por (5) y (6), tenemos que:

ny ., rir=1)
3 [t
Irny 1 i
= 5[;_r(r—1)>§(r—l)(n—r)
y
n o1 ;r(r=1)
Si<[;+1_ r 7
= l[ﬁ—i—l]r"(r—l)<l(r—])(n—i—ri)
o2l 2 '
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Como S(r,n) = Y*_, s;, tenemos que:

S(r,n) >

Se tiene que:

1

+1

2(r1){knrkr__1r}

= o= D= (*1 =)

2

> %{(r— Dkn —~<+1

Como r > 1 = Al < /42y p=l < .

1 1
5{(1’— l)kn—rkH} > 5{(}"— 1)kn—rk+2}

Por lo tanto:

S(r,n) >

Por otra parte:

S(rn) <

= %{(r— l)kn—rzrk}

WV

1
5{(1’— 1)kn — r2n}

1
5{(1’— 1)k—r2}n.

1

=D Y n+r)

-

Il
—

1
5{(;’— l)kn—l—rkJrl —r}

A= Dkn A1),

Como r*~! < n, obtenemos lo siguiente:

S(rn) <

Al Dkt A1y
Al Dkt A7)

Sl Dkt 2,

1
5{(1’— l)kn—rzn}.

(7

Por lo tanto, concluimos que:
S(rhn) < %{(r— )kn+r*n}
— %{(r—l)k—i—rz}n. (8)
De (7), tenemos lo siguiente:
S(r,n) > %{(r— Dk—r*}n

entonces

28(r,n)In(r) - {(r— 1Dk —r*}In(r)
(r—1)nln(n) (r—1)In(n)

Ahora, recordando que n < r* implica que

tenemos:
{(r—1)k—r*}In(r)
(r—1)In(n)
(r—Dkin(r) rIn(r)
(r—"1)In(n) (r—1)In(n)
rIn(r)

(r—1)in(n)

Por lo tanto, podemos concluir que:

liminf 28(r,n)In(r)
n—o (r—1)nin(n)

2
> liminfl — )
n—yoo (r—1)In(n)

= 1-

€))
Por otro lado, partiendo de (8), tenemos lo siguiente:

S(rn) < %{(r—l)k—i—rz}n

de donde

28(r,n)In(r) < {(r—1Dk+r*}In(r)
(r—1)nln(n) ~ (r—1)In(n)

Ahora, comon > rF 1 =k < ZE'Z? + 1, tenemos:

{(r—Dk+r*}n(r)

(r—1)In(n)
(r—1)kin(r) N rIn(r)
(r—1)in(n)  (r—1in(n)
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Luego:

(r—1)kin(r) n rIn(r)

(r—1ln(n) ~ (r—1)In(n)
(r=1) {3 + 1 } ()
(r—1)In(n)

rIn(r)

=IO

Haciendo las simplificaciones correspondientes, nos
queda que:

= O{EG 1} pingy
(r—1)In(n) (r—1)In(n)
(r—1)In(r) rIn(r)
L i) T = Din(n)”

Al sumar las fracciones, obtenemos que:

28(r,n)In(r)
(r—1)nln(n)
(r—1)In(r) rzln(r)
S Tt T = it
(r2 +r—1)In(r)

Por lo tanto, concluimos que:
28 [
limsup 28(nn)in(r)
n—oe  (r—1)nln(n)
(r*+r—1)In(r)

< i 1 =1. (10
S () (19)
Ahora, combinando, (9) y (10), obtenemos que:
tim 25m)in(r)
n—es (r — 1)nin(n)
Probando asi (4). [ |

El siguiente teorema nos dice que la suma promedio
de digitos es menor cuando los niimeros estdn escritos
en base 2.

Teorema 5 Sea r € N /r > 2. Entonces:

I/m S(r’ n)
n—e §(2,n)

Demostracion: Usando el teorema anterior, tene-

mos que:

s
n—e §(2,n)

Ahora, como:

d [ (r—1)In(2)
AR
{in(r)+r~ ' = 1}In(2)

= 0
In%(r) >

para r > 2. Concluimos que (r_hll)(lr')’(z)

mondtona creciente en r y ademas:

es una funcion

(r—1)In(2) _2In(2) _ 5
fim STy () 4o

Para todo r > 3. Asi concluye la demostracién. ®

Los teoremas 4 y 5 se pueden usar para demostrar
el siguiente teorema, que propone una situacién mas
general al considerar dos bases cualesquiera r; y 2
que la que se muestra en el teorema anterior:

Teorema 6 Si 2 < r; < rp — 1, entonces se cumple
la desigualdad:

lim S22 (11)
n—e S(ry,n)
Demostracion:
S(ra,n) erl’n)
i = lim —2—
PSS
(ra—1)In(n)
- 2in(ry)
T (n=1)in(n)
2in(ry)
_ (}’2— )ln(rl) (12)
(r1 —1)In(rp)

Abhora, derivando (12) con respecto a rp, tenemos
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que:

(13)

Recordando que 2 < r; < rp — 1 y analizando (13), es
! 1

claro que rnl(:ll> >0y In(r2) + 5, > 1, por lo que (12)

es una funcién mondtona creciente con respecto a ry.

Posteriormente, haciendo un razonamiento andlogo

al que se hizo en el teorema anterior, se puede llegar

a(l1). ]

Extendemos el Teorema 6 en el proximo corolario.

Corolario 2 Sea p € N,p > 2. Sea {r;}!_; C N tal
que2<ri<r—1<r—-1<...<r,—1. Entonces,
sil < j<I< p, setiene que:

. S(ry,n)
fi—reo S(I"j,l’l)

Demostracion: Sea p € N, con p > 2. Sean j,l €
N tales que 1 < j <[ < p. Ahora, consideremos la
sucesion creciente {r;};_; talque 2 < r; <rp— 1 <
r3—1<...<r,—1.Asi, si j <[, podemos ver que
2 <rj<r;—1. Asi, las hipotesis del teorema anterior

se cumplen, por lo que concluimos que:

lim S(ry,n)
n—ree S(rjvn)

4. Digitos binarios de potencias de
enteros

En lo que sigue, estudiaremos el comportamiento
de B(n/)/B(n) para todo j € Ny n € N. Stolarsky
demuestra en [19] resultados muy precisos acerca de
estos cocientes. Enunciamos y demostramos algunos
de sus resultados.

Teorema 7 Sean n,h € N mayores que uno. Defina-
B(n")
B(n)

mos ry(n) = . Entonces:

1

ra(n) < 2 {hlogs(m)}'F.

Demostracion: Por la submultiplicatividad de B, te-
nemos que B(n") < B(n)", por otra parte del Corola-
rio 1 B(n") < [hlogz(n)] + 1. En consecuencia:

< B(n) "' min{hlog(n) + 1,B(n)"}.

Si B(n)" > hlogz(n) + 1 > hlogs(n), tenemos que:
ra(n) < B(n)”'min{hlogs(n)+1,B(n)"}
< {hlog(m)}' . (14)

Por otra parte, si B(n)" < hlog,(n) + 1, entonces

B(n) < {2hloga(n)}1,

B(n)"
rp(n) < Bn)
= B(n)h*1

< ({nogmyr)"

< 2{hlog: ()} . m (15)
El teorema a continuacion necesita la construccién de
un conjunto de Sidon (ver [4]), esto es, un conjunto
de niimeros enteros en el que todas las sumas de sus
elementos son Unicas. Por ejemplo: En el caso que
consideremos solamente las sumas de dos elemen-
tos, el conjunto {1,2,4,8} es de Sidon, mientras que
{1,2,3,4} no lo es, en efecto, la suma 1 +4 =2+ 3.

Los conjuntos de Sidon permite estudiar el problema
fundamental: ;Qué tan denso o grande puede ser un
conjunto? Es decir, ;Cudntos elementos puede tener
un conjunto si sus miembros no pueden ser mayores
que un cierto nimero N?

A continuacion enunciamos un teorema que establece
que la cota dada en el teorema precedente es la mejor
que podemos obtener. Su demostracién hace uso de
la construccion de un conjunto de Sidon.

Teorema 8 La cota del teorema anterior es la mejor
posible en el sentido de que existe una constante
c(h) > 0, que depende sdlo de h, tal que

rp(n) > c(h) {logz(n)}l_%

infinitas veces.
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Para una demostracién véase [19]. No incluimos su
demostracion porque hace uso de un resultado debido
a Bose y Chowla, el cual esta fuera del alcance de los
objetivos que nos hemos planteado. El teorema de
Bose-Chowla es un resultado fundamental en la teoria
aditiva de niimeros que proporciona una construccién
algebraica para conjuntos de Sidon donde todas las
sumas de & elementos (con o sin repeticiones) son
unicas.

Antes de demostrar el siguiente teorema, enunciare-
mos y demostraremos dos lemas.

Lema 4 Sean a,b € N tales que a > b. Entonces
B(2 —2")=a—b.
Demostracién: Notemos que 2 = (10,)) y 2% =

(10(5)). Observamos de la tabla 3 que B(2 — 20) =
a—b. [ |

Ahora, procederemos a demostrar un lema que gene-
raliza al anterior.

Lema$ Sean A > ay > ay > ... > a, > 0 niimeros
naturales. Entonces:

B2 -2t 2% —24)=A+1-a,—q.

Demostracion: Notemos que:

B(2A —2% —2% —  _2%)
= B[(24 —2%0)—24 _2% _  _2%1],

Por el lema 4, 2 — 2% = (1(4_,)0(q,))- Asi:

B[(24 —2%) — 241 — 2% _ | _2%-1]
= B[(l(A—aq)O(aq)) _na _9qa __ _2aq,1]'

Ahora, por hipétesis, al restar de 24 — 2% las restantes
potencias de 2, lo que haremos serd quitar unos en las
posiciones respectivas (a; + 1,a, +1,...,a, 1+ 1),
mientras que los otros digitos no se modifican. En
consecuencia, al final de la resta, el total de unos
serd la cantidad de unos originales (A — a,) menos la
cantidad de unos que vamos quitando sucesivamente
(que es igual a la cantidad de potencias de 2 que
vamos quitando, ésto es, g — 1), o en otras palabras:

B(2A 2% —2% —  _2%)
= A—a,—(q—1)=A+1-a,—q. m

A continuacién enunciamos el siguiente teorema
de Stolarsky acerca del orden minimal del cocien-
te B(n?)/B(n) y se da una idea de la demostracion.

Teorema 9 Sea n € N. Sea ry(n) como se definio
en el teorema 5. Entonces son ciertas las siguientes
proposiciones:

1. Paratodon €N,

ra(n) > {[loga(n)] +1} "

2. Existen infinitos n, tales que
(loglog(n))?
log(n)

Demostracion: Recordando que B(n) < [loga(n)] +
1, obtenemos:

B(n)~" > {[log2(n)] + 1}

r(n) <4

y como B(n") > 1 se tiene la primera parte del teore-
ma.

Daremos una idea de la segunda parte. La clave de
la demostracién reside en una ingeniosa construc-
cién de enteros n cuya estructura binaria minimiza la
formacion de acarreos al ser elevados al cuadrado.

El objetivo de Stolarsky es construir un nimero n
que sea una suma de potencias de 2 muy espaciadas:
n= Z’j‘;(l) 2¢. Al calcular su cuadrado, obtenemos:

k—1 k—1 k—1k—1
n2 — (Z 26i> (Z 2e'j> — Z Zzerl*ej'
i=0 j=0

i=0 j=0

La suma de digitos de n” serd pequeiia si podemos
elegir los exponentes {e;} de tal manera que, al su-
mar los k? términos de la forma 2¢7¢/, se generen el
menor nimero posible de acarreos.

Un caso ideal para esto seria si todos los k* expo-
nentes ¢; + ¢; fueran distintos. Esto se lograria si el
conjunto de exponentes {e;} fuera un conjunto de
Sidon (un conjunto A donde todas las sumas a; +a;
con a;,a; € A son Unicas).

Se construye una sucesion de enteros 7y definida por
dos pardmetros: un entero k > 1 (que serd el nimero
de digitos ’1° en ng) y un entero d > 1 (el factor de

espaciado).
k=1

ne = Z 274

Jj=0
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Lugar: a+1 a b+1 b b-1 1
24 = 1 0 0 0 0 0
-2 = 1 0 0 0
0 1 ... 1 0 0 0
Tabla 3
Por construccion, la representacion binaria de n; con-  obtiene:
siste en k unos separados por d — 1 ceros. Por lo tanto, n
su suma de digitos es trivialmente: r(ng) = 1 Z B(N.
B(ny) =k. 1
() < 4 (Ck(log, b)?) = C(log, ).

Ahora, calculamos su cuadrado:

S

2k—2

ZN 2sd

donde N; es el nimero de formas de escribir el entero
s como suma s =i+ j, con 0 <i,j < k—1. Este
coeficiente es Ny = s+ 1 para0 < s < ky Ny =2k —
1 —s para k < s < 2k — 2. El valor maximo de estos
coeficientes es N;_| = k.

La clave ahora es elegir d suficientemente grande
para que los bloques binarios de cada término N; - 2*
no se superpongan. La representacion binaria de N
requiere a lo sumo [log, N;| + 1 unos. Como Ny <k,
necesita menos de log, (k) + 1 unos. Si elegimos el
espaciado d tal que d > log, (k), garantizamos que no
hay superposicién (acarreo) entre los términos N;2*¢
y Nyy 126114 Bajo esta condicién, la suma de digitos
de n,% es simplemente la suma de las sumas de digitos
de cada componente:

2k—2

= Z B(N;)
s=0

Esta es la expresion exacta para B(n?) bajo la condi-
cién d > log, (k). El problema se reduce a encontrar
una buena cota para esta suma y optimizar la eleccién
de los parametros.

Stolarsky demostro la siguiente cota superior para la
suma de las sumas de digitos de estos coeficientes,
en efecto existe una constante C tal que:

2k—2

ZB

) < Ck(log, k).

Al insertar esta cota en la expresion en el cociente, se

Ahora, utilizando la eleccién de pardmetro k ~
o827 _ egamos al resultado final:

log, log, n”’
log, n 2
cli _ e
( o <10g2 log, n) )

= (C(log,log,n —log,log, log, n)?

C(log, k)* =~

~ C(log,log,n)>.

El argumento completo requiere normalizar esta ex-
presion por log, n debido a la relacién entre n,k y d,
obteniendo la forma final de la cota de Stolarsky. A
continuacién reproducimos los argumentos de Sto-
larsky para hallar la cota exacta de los conjuntos de
Sidon de interes y de alli hacer uso del teorema de
Bose-Chowla para concluir.

Seang > 1,a(t) =2"y:
q
Z a(g+1)—

Definamos n = 2441 — §. Entonces, por el lema
anterior, obtenemos que:
B(n) =291 +1— (24!

—214+1)—g=271—q.

Ahora, por la forma en que se defini6 n, tenemos que:

n? = p2ala+1) _qalgtl)+lg 4 ¢2. (16)

Luego tenemos, desarrollando los 2 dltimos términos
de (16):
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M-

2
2 = { 2a(q+1)7a(i)+1 }
q
Z 22a(q+1)7a(i+1)+2
i=1
+2 Z 22a(q+1)—a(i)—a(j)+2

i<j

1

zq: 22a(q+1)—a(i+1)+2
i=1

q—1 ¢
+ 22a(q+1)fa(i)fa(j)+3 (17)
L

por otra parte,

_palg+l)+lg _oalg+1)+1 §" ga(g+1)—a(i)+1

q
i=1

q
— Z 22a(q+1)7a(i)+2.
i=1

(18)

Los primeros ¢ — 1 términos de S? se simplifican con
los términos 22¢(4+1) y —2ala+D+1g de (16), por lo
tanto:

0 —

=1 2

Notemos que a(q+ 1) > a(i) para todo i < g. Luego,
tenemos que 2a(g+ 1) > a(i) +a(j) para todo i, j <
g, por lo que 2a(q+ 1) —a(i) —a(j) +3 > 0 para
todo i, j < ¢g. En consecuencia, podemos escribir que
2a(q+1)—a(i)—a(j)+3 =e;, donde ¢; > 0. Ahora,
(Cudntos e; hay? Veamos cudles son los posibles
valores de i en (17): si j =2, entonces i € {1}; si
Jj=3,i€{1,2}, y asi sucesivamente hasta que j = ¢,
porlo quei € {1,2,...q— 1}. En consecuencia, la

cantidad de posibles valores de i es ZZ;} k= @.
Es por ello que en (19), podemos escribir que:

q—1

Z Z 22a(q+1)7a(z)fa(1)+3

i=1 j=i+1

_ f s o a=1)
I=1 2
Por la forma que tiene m?, concluimos que
-1

Stolarsky, en su trabajo [19], conjetura que
lim,_,. r,(n) = 0. Esta conjetura fue demostrada en

el trabajo [10].

5. Numeros (2,1,2)

En esta seccion, definiremos a los ndimeros (2,1,2),
los caracterizaremos enunciando propiedades concer-
nientes a ellos. Introducimos los resultados del traba-
jo de Melfi [15], incluyendo detalles que el articulo
deja al lector, estos para facilitar la lectura son pre-
sentados como lemas o proposiciones.

Definicion 5 Se dice que un niimero n € N es
(2,1,2), o que satisface la propiedad (2,1,2), si
B(n) = B(n?).

En las siguientes proposiciones, se demuestran al-
gunas propiedades de los nimeros (2,1,2). El si-
guiente teorema desmuestra la existencia de nimeros
(2,1,2).

Teorema 10 Para todo k € N*, el niimero ny, = 2k 1
es del tipo (2,1,2).

Demostracion: Como n; = (ly)), se ve que
B(ny) = k. Ademas:

(me)? = (2= 1) = 2% 251 1 = (1400 1).

Por lo que B [(nx)?] = k. |

Ahora, daremos otra caracterizacion de los nimeros
(2,1,2).

Teorema 11 Para todo k €e Nk > 9 y n = 2k —
2K=2 _2k=3 _ 4 los mimeros n,n+1,n+2yn+3
son del tipo (2,1,2).

Demostracion: En virtud del lema 5, tenemos que
B(n) = k — 4. Por otra parte:

p = 2% %3 4 92k=6 | Hk+l
+2k + 24 o 22/{71 . 22/(72 . 2k+3
= (12)03)1(¢-7)0—5)104))-

Porlo que B(n?) =2+k—7+1=k—4.

Por otra parte, en virtud del lema 5, concluimos que
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B(n+1) =k—3. Ademas:
(n+ 1)2 — 22]{_'_22](73 +22k76+2k+2+2k

+23 4 1 o 22/(71 o 22/(72 . 2k+3

k=1 _ k=2

= (12)00)1(k-8)0(3)10(4-4)10(2) 1).

En consecuencia,

Bl(n+1)*] =2+k-8+1+1+1=k-3.

Por otro lado, en virtud del mismo lema 5, B(n+2) =
k — 2. Haciendo los célculos pertinentes, tenemos
que:
22k | 92k=3 | 2k=6 | ok | ok-1
102 p%k=1 _92%k=2 _ oktl
= (1206 14-5)0-4102))-

(n+2)?

Asi, concluimos que B[(n+2)*] =2+k—5+1=
k—2.

Invocando nuevamente el lema 5, llegamos a la con-
clusion de que B(n+3) = k — 2. Por otro lado:

(n+3)2 _ 22k+22k—3 +22k—6 +2k—1 +2k—2

+1 _ 22k—1 _ 22k—2 _ 2k+1
= (1200 16-7012)04-31)
As, B[(n+3)*] =2+k—7+2+1=k—-2. =
En el siguiente resultado, establecemos la existencia

de infinitos intervalos que no contienen nimeros del
tipo (2,1,2).

Proposicion 1 Existen infinitos n € N tales que el
. I . .
intervalo (n,n+n?) no contiene niimeros (2,1,2).

Demostracién: Sea n = 2% = (10(y)). Cada m €
(n,n—i—n%) es de la forma n+r tal que 0 <r <
n* = 2% En su expansiéon binaria, m es de la for-
ma (10¢cxck—1...c1), donde ¢; € {0,1} vy, por lo
tanto, B[(cxcx_1...c1)] = B(r) > 1. Ahora, sea r* =
(dogdo—1 - .. dy). Tenemos entonces nuevamente que
B(r?) > 1; por lo tanto:

m? =

[22k + (ckck_l e Cl)}z
24k + 22k(Cka_1 .. Cl)
Jr(Cka_l .. .61)2

= (10(k71)ckck,1 .. .c10d2kd2k,1 .. dl)

Ast, B(m*)=1+B(r)+B(r*) > 1+B(r)=B(m). m
Ahora, enunciaremos una propiedad de la funcién B.
Lema 6 Si 0 <n <2V, entonces B[n(2" —1)] = v.
Demostracion: Tenemos 2 casos:

= Supongamos que n es impar. Sea
n = (Cka_l...Cl)/Cl = Ck = 1. Como
n < 2V, tenemos que k < Vv (esto es
debido a que n < 2V = YK ¢2¢ <
2V = k < v). Ademis de ésto, note-
mos que n(2¥ — 1) = (cxcx—1...¢10()) —
(ckCr—1...c1), por lo que n(2¥ —1) =

(ckCr—1 - .c'zc’1 L(y—k)ChCh_y - - - €5C1). En
consecuencia:
Bln(2" —1)]
= B[(ckcr-1...c2¢11 (y_)ChCh_y - - €hc1))]
= Bl(ckCr—1---c2¢c1l(y_)ChCh_y .- E5¢})]

= B(n)+(v—k)+k—B(n)=v.

» Si n es par, entonces n’ = 2 €S impar para
algtin 1 € Ny, evidentemente, n’ < 2¥. En con-
secuencia, y usando el lema 2, tenemos que
B[n'(2" —1)] = vy B2"W/(2¥ — 1)] = v, por
lo que B[n(2¥ —1)] = v. |

Con respecto a los multiplos de potencias de 2, cuan-
do a estos nimeros se les suma una unidad, ;Cudl es
la suma de digitos del nimero resultante? ;Cuadl es la
suma de digitos del cuadrado de éste niimero? Estas
dudas nos las aclara el siguiente lema.

Lema7 SeancN, yseaV tal que n < 2V~'. Enton-
ces:

B(2'n+1)=B(n)+1

B[(2Vn+ 1)) =B(n*) +B(n) + 1.

Demostracién: Sean = (c...c;). Comon <2V,

k < v. En consecuencia:
2Yn = (10(y)) - (ck...c1) = (ck--.c100))-

Por lo tanto, 2Vn+ 1 = (ck...clo(v,l)l), y, asi,

B(2'n+ 1) = B(n) + 1. Supongamos que n*> =

(dok...d1); entonces (2¥n+1)% =2%n? +2VHn 4

1. Como k < v (lo que obviamente implica que
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k < v+1), 2k < 2v. En consecuencia, 22Vn? =
(de. . ~d10(2v)) y 2"“11 = (Ck. . .C10(v+1)).

Asi, tenemos que:
B[(2'n+1)?]
= B[(de. . -d10(2v)) + (Ck .. .C]O(V+1)) + 1]
= B(n*)+B(n)+1. m

Ahora, si a un multiplo de una potencia de 2 le resto
una cantidad cualquiera, ;Cudl es la suma de digitos
de éste nimero y de su cuadrado? Para ello, tenemos
el siguiente lema.

Lema 8 Seann= (c...ci)ym=(dy...d) natura-
les impares. Si v > max{2h— 1,h+k+ 1}, tenemos
que:

B(n2¥ —m) = B(n) — B(m) +v

B[(n2" —m)?] = B(n®) + B(m*) — B(mn) +v — 1.

Demostracion: Notemos que ¢y =d, =1=c| =d,.
Ademds, n2" = (ck...c10y)), por lo que:
n2v —m= (Ck. . .C]O(v)) - (dh. . .d])
= (ckck,l ce Czcll 1 (V*h)d;zd;zfl .. déd1>

Como c; = dj = 1, tenemos que ¢; +dj = cx+d),
(pues ¢;, =0=d)). Asi:

B(n2Y —m)
Bl(ckcr—1- ..oy Ly_pydydy,_; ... dydy))
B((ckcr—1...coctliy_pydpdy,_; ... dyd})]
= B(n)+v—B(m).

Supongamos que n*> = (ququ_1-..q1), m> =

(ranran_1...71) y mn = (SganSkin_1---51). Es facil
ver que (n2¥ — m)? = (n?2%V 4+ m?) — nm2V ",
ademads, notemos que Si4p = 1 = qog = rap.

Por hipétesis, 2h < v+ 1y k+h < v—1. Por lo tanto
(n2Y —m)? es igual a

/ / /
(q2k - - - 9241 1(v—k—h—1)sk+h = -52810(v+1—2h)r2h ...1),
entonces

B[(n2¥ —m)?| =B(n*) +B(m*)+v—1—B(mn). =

Como una propiedad particular del lema anterior,
podemos enunciar el siguiente corolario.

Corolario 3 Si B(n*) =2B(n) — 1y v > k+2, en-
tonces 2Vn— 1 es del tipo (2,1,2).

Demostracion: En este caso, 4 = m = 1. Entonces,
v2max{2-1-1,1+k+1} =max{1,2+k} =k+2.
Por lo tanto, en virtud del lema anterior:

B(2'n—1)=B(n)+v—1

B[(2"n—1)%]
= B(n*)+1-B(n)+v—1
= B(n)+v—-1. =m

Otro corolario que se puede enunciar al lema anterior
es el siguiente:

Corolario 4 Sea n un natural impar. Sea m =2" — 1
tal que n < m. Si v 2 2h+ 1, entonces:

B(n2Y —m)=B(n)+Vv—nh

B[(n2" —m)?| = B(n*)+v —1.

Demostracion: Sean = (c...c1). En principio, ca-
be destacar que m = (l(h)); ademas, se puede ver que
k < h (lo cual claramente implica que 7 < 2"). Como
v >2h+1=max{2k — 1,h+k+ 1}, en virtud del
lema anterior, tenemos que:

B(n2" —m)=B(n)—B(m)+v =B(n)+v—h.

Ahora, como n < 2", tenemos, en virtud del lema 6,
que:

B(nm) = B[n(2" —1)] = h.

Por otro lado, en virtud del teorema 12, B(m?) = h.
En consecuencia:
B[(n2" —m)?]
= B(n®)+B(m*) —B(mn)+v—1
= B*)+h—h+v—-1=Br*)+v—-1. =

Con las hipétesis adecuadas, se pueden construir cier-
tos nimeros para los cuales es facil calcular su suma
de digitos.
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Lema 9 Sean= (ckcr_1...c1) un natural impar. Su-
pongamos que B(n?) > 2B(n) + 1. Entonces, existen
vy h € N tales que, para n’ = n2" — (2" — 1), tene-
mos que B[(n')?] =2B(n') — 1.

Demostracién: Sea i = k+ 1; entonces n < 2" — 1.
Sea v = B(n?) —2B(n) +2h,luego v =2h+a /a >
1. Es importante sefialar que v < 4k + 2. Asi, las
hipotesis del corolario 3 se cumplen, por lo que
B(n')=B(n)+v—hy:

B(W)?] = B(n)+v—1

= 2B(n)+v—-2h+v-—1
= 2B(n)+2v 2h—1
(/

= 2B(n)—1. m

El siguiente lema nos muestra que existen ciertos
nimeros para los cuales podemos acotar la suma de
digitos de su cuadrado.

Lema 10 Sea n = (cicx—1 - ..
tural. Sea ng = (CxCr—1 ..
B|[(n9)?*] > 2B(ng)+1.

c1) > 1 un niimero na-
-€10(4) 10241y 1). Entonces

Demostracién: Notemos que ny = (n2¢F! +
1)2%+2 1 1. Asi,como n < 2%, podemos aplicar el
lema 7, concluyendo que:

B(ny) = B [(nzk“ F1)2%H2 4 1}
= Bm2M'4+1)+1
= B(n)+2.

Al aplicar el lema 7 nuevamente, obtenemos lo si-
guiente:

B{(no)’]
- B{[(n2k+l+1)22k+l+lr}

= B [(nz"“ - 1)2] + B2 1)+ 1
= B(n*)+B(n)+1+B(n)+1+1

= B(n*)+B(no) +B(np) + 1

> 23(1’10)+1. |

Observacion 4 Con las hipdtesis del lema anterior,
se puede ver también que ny < n*.

En lo que sigue, demostraremos uno de los teorema
principales del trabajo de Melfi el cual nos da una
cota para la funcion que cuenta los nimeros (2, 1,2).

Teorema 12 Sea p(N) =#{n <N / B(n) = B(n?)}.

Entonces, tenemos que p(N) > N%023,

Demostracion: Sea n = (¢xcg—1...c1) un natural
impar. Mostraremos que para una constante A que no
depende de n, es posible construir un conjunto de n
ndmeros (2,1,2) distintos que no excedan a An*

Consideremos los n nimeros n; = 2+ i para i =
1,...,n. Obviamente, tenemos que n; < 4n. Para todo
i, por el lema 10, existe un ng; < (nl-)4 tal que sus
primeros k + 1 digitos son los mismos que los de n; y
tal que B [(ng ;)] > 2B(ng,;) + 1.

Ahora, por el lema 9, existe un nj, ; < (n07i)5 tal que
sus primeros k digitos son, de nuevo, los mismos de

ny tal que B [(n{)’i)z] = 2B(ng,;) — 1.

Finalmente, por el corolario 3 existe un n{) ; < (nf ;)*
cuyos primeros digitos binarios son los mismos de n

y tal que B [ (nf | = Bl
ny)? < [(n0)°]” <
{ [(n:)*] 5}2 < n, =

Este resultado es mejorado por Hare et al., Teorema
1.2, pdg. 1739 en [11],

Asi, tenemos que ng; < (

#{n <N : B(n®) =B(n)} > N'/"°.
En la préxima seccidén describimos la conjetura refe-

rente al comportamiento asintético de los nimeros
(2,1,2).

6. Conjetura de Melfi

En su trabajo [15], Melfi plantea la conjetura de que

p(n) =#{l <N: B(l) = B(I*)} =~ n*,

para algin o € R. En ese mismo trabajo, utilizando
argumentos probabilisticos, calcula de manera apro-
ximada el valor de .. A continuacién detallamos los

argumentos.

Sea n = (crck—1...c1) € N. Podemos suponer que
cada c; es una variable aleatoria Bernoulli; i.e., es
una funcién ¢; : Q — {0,1}, donde (Q,F,P) es un
espacio de probabilidad y la funcién de probabilidad
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puntual estd dada por:
P({w/ciw)=1}) =
P({w/ci(w)=0}) =

| =N =

Por lo tanto, la funcién B (n(w)) = ¥'*_, ¢;(w) es una
variable aleatoria binomial cuya funcién de distribu-
cién puntual esta dada por:

P({w/B(n(w)) =1}
_ <1f1>21k para n(w) € [2¢,26).

Ahora, demostraremos que las distribuciones de B(n)
y B(n?) son binomiales denotamos la distribucién
binomial de paramétros N y p por Bin(N, p).

Proposicion 2 Si 28 < n < 281 entonces B(n) —
1 ~ Bin(k, ).

Demostracion: Sean = (ciy ¢k ...cocq). Entonces
n=Yk! ;21 donde cxy1 = 1. Luego, B(n) se pue-
de expresar como B(n) = 1 +B(m), donde m = n — 2k
y B(m) ~ Bin(k, ). n
Proposicién 3 Si 2% < n? < 2%F1 entonces
B(n*) — 1 ~ Bin(2k, }). Si 221 < n? < 2%+2, en-
tonces B(n*) —1 ~ Bin(2k +1, %)

Demostracion: La misma se deduce de la proposi-
cién anterior. ]

Utilizando la notacién que introdujimos antes y pres-
cindiendo de ® tenemos que:

PO (a0 - () e (12D)

n

Si suponemos que la conjetura de Melfi es cierta:

nafl
~ P(B(n) =B (n)ne2"2)
k
= ;P(B(n):l,B(n2):l)
< Xk:IP(B(n):l)P(B(nZ):l) (20)

N
Il
—

La desigualdad (20) es cierta debido a la submultipli-
catividad de la funcién B.

Para calcular el valor en (20), necesitamos calcular
la distribucién de B (n?); ésto lo hacemos en el lema
siguiente.

Lema 11

P(B(R) =1) = <2lk_+11> ) <12_k1>

22k+1 22k

Demostracion: Definamos los conjuntos:
{B(n*(w)) =1}
{cak+1 (nz(w)) =1}

Entonces, por la regla de la probabilidad total:

A =
B =

P(A) = P(ANB) +P(ANB°)
= P({B(2) =lLexer () = 1})
+ P({B(n*) =1,cos1 (n*) =0}).

Pero, como en el segundo caso n? € [22k 22%k+1) y
Cok+1 (nz) =0, tenemos que ¢y (nz) =1, por lo que:

W B ()

22k+1 22k

Analicemos mds a fondo el resultado obtenido en el
lema anterior. Como n? € [2%22kF1) | tenemos que
242 (n?) = 0. Recordemos que suponemos que los
Ci (nz) son variables aleatorias independientes Ber-
noulli, por ello, al recordar que, para la primera frac-
cién, cyra g (nz) = 1, podemos reescribir la primera

fraccién como
2k
1\/—-1
2 02%k+2

En la segunda fraccion, tenemos que 42 (7%) =0y
Cok+1 (nz) = 0. En consecuencia, la segunda fraccién
2k
[—1

se puede reescribir como =5y

En virtud de las observaciones anteriores, el resultado
del lema anterior se puede expresar asi:

() . () (X)) ()

2 22k+2 22k+2 22k+3
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Con ayuda de un computador, se puede comprobar
que, para valores grandes de £, % ~ ﬁ; incluso,
para k = 2, la diferencia entre ambos valores es de
0,0078125 ~7,81-1073, y a medida que k se incre-
menta, el error disminuye. En conclusion, podemos
decir que:

() () (5

22k+1 22k 22k+1

1)

Si se supone que las variables aleatorias B(n) y
B (nz) son independientes, la desigualdad en (20)
se transforma en una igualdad. Esta suposicién en ge-
neral no es cierta, porque para valores de n pequefios,
la cantidad B(n) y B (n?) es pequefia, lo que indi-
ca que estas variables no son independientes, pero
Melfi afirma que si B (n) > 1/loga(n), este fendmeno
tiende a desaparecer.

Procedamos ahora a calcular a. Como B (n) es una
variable aleatoria binomial, si n € [2¥,2€*1), tenemos

que P(B(n)=1) = <lf1>

= ——¢. Ahora, sustituyendo lo
antes expresado y la ecuacién (21) en (20), tenemos:

)

22k+ 1 2k

1 k7 2k k
22'«+1-2k,:Z1 I—1)\i—-1)

Y ahora, aplicando la identidad de Vandermonde,

a-1 ~ _1

3k
N ST < I > Luego, tomando

logaritmos en la ecuacién anterior, y tomando n = 2k

[zn(zk)]a_l ~ —(3k+ D)in(2) +In [(3;)] .

tenemos que n

Después, haciendo despejes, encontramos que:

(@—1)in(2) ~ —(3+%)ln(2) +%ln Ki")] .

Esto, a su vez, implica que:

| (1)

o=

Por lo tanto, tomando el limite cuando k£ — oo, con-
cluimos lo siguiente:

o 2+ ! 11 1l 3k

~—24+-——1im—In .
In(2) k—eo k k

Recordemos que, por la férmula de Stirling:

n|(5)] = e
= 3kin(3) —2kin(2).
De donde:
fim o ()]

1
= lim _ [3kIn(3) — 2kin(2)]
= 3In(3)—2In(2).

(22)

Por lo que, sustituyendo en (22), obtenemos que:

o~ -2+

e 31n(3) — 2in(2)] = 0,75488.

7. Ecuaciones con numeros (2,1,2)
En esta seccion se considera cuando la ecuacién

B(n)=B(n*) =k (23)
tiene infinitas soluciones en n para un k € N dado.
Hare, Laishram y Stoll en [11] resolvieron todos los
casos con la excepcion de k € {9,10,11,14,15}.

La principal motivaciéon para considerar la ecua-
cién (23) proviene del trabajo [14] de Madritsch
y Stoll, quienes demostraron que (B(n?)/B(n)),>1
es denso en R*. Esto se basa en un resultado
de [19], incluido en la seccion 4, que dice que
liminf, ... B(n*)/B(n) = 0. Dado que el tamafio pro-
medio de B(n?) es el doble que el de B(n) (véase [2]),
la ecuacién (23) concierne a un conjunto peculiar
de enteros. En particular, para ciertos valores de k
la ecuacion admite infinitas soluciones impares n 'y
para otros valores de k solo hay un nimero finito.
Uno de los resultados de Hare, Laishram y Stoll [11]
establece que existen familias paramétricas infinitas
de soluciones para k = 12,13 y k > 16. En el otro
caso, solo hay un nimero finito de soluciones para
k < 8. Por ejemplo, para s(n) = s(n*) = 8, solo hay
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64 soluciones en enteros impares y la solucién mas
grande es n = 266335 (véase [11], tabla 2.).

Estos resultados se basan en un algoritmo que mane-
ja todas las ordenaciones posibles de los exponentes
en n? cuando n se escribe como una suma de un pe-
queno nimero de potencias de 2. Como el algoritmo
trata (de manera exhaustiva) todos los casos, el méto-
do de [11] permiti6 determinar explicitamente todas
las soluciones para k < 8. El tiempo de ejecucion
del algoritmo, sin embargo, se dispara para valores
més grandes de k y ellos conjeturan por argumen-
tos heuristicos de que solo hay un ndmero finito de

soluciones para k € {14,15}.

En [1] se demuestran, utilizando un nuevo lema de
factorizacién combinatoria, dos algoritmos y resulta-
dos recientes en [12], que las soluciones correspon-
dientes a las ecuaciones k € {9,10,11} son finitas,
esto se logra a través de un estudio de casos.

8. Conclusiones

= Se realizaron las demostraciones de las conoci-
das propiedades algebraicas de B(n), subaditi-
vidad y submultiplicatividad. Estas propieda-
des tienen aplicaciones en andlisis de comple-
jidad.

= Se verificé que la base binaria minimiza
asintoticamente S(r,n)/n, con implicaciones
en disefos de estructuras de datos que permi-
ten el manejo de grandes niimeros, mejorar la
velocidad de cifrado, descifrado, el almacena-
miento y busqueda de claves.

= Se sabe que los nimeros representables por
la terna (2,1,2) tienen densidad positiva, ya
que se cumple que p(n) > n'/1%. No obstante,
persisten algunas incognitas fundamentales: en
primer lugar, si el exponente 1/19 es éptimo,
y en segundo, la demostracién definitiva de la
conjetura de Melfi.

= Queda abierto caracterizar el nimero de so-
luciones de B(n) = B(n*) = k para los casos
k € {14,15}. En [1] se conjetura que este con-
junto de soluciones es finito.
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