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Editorial

Cinco Sabores Matematicos: Una Degustaciéon Teérica y Aplicada.

Se presenta un volumen especial de la revista FARAUTE de la Facultad Experimental de Ciencias y
Tecnologia de la Universidad de Carabobo, destinado a la divulgaciéon de contribuciones recientes en
disciplinas matematicas. Este nimero retne cinco articulos de investigaciéon que abarcan las areas de
dlgebra, analisis y métodos numéricos, los cuales reflejan la diversidad de la produccion investigativa
de la institucién. Los trabajos incluidos son resultado de colaboraciones entre grupos de investigacién y
tienen como objetivo apoyar la difusion de conocimiento cientifico de alta calidad.

Todos los manuscritos que componen este volumen fueron sometidos a un riguroso proceso de evaluacion
bajo la modalidad de doble ciego, con al menos dos revisores especialistas por articulo. Este procedimiento
garantiza la originalidad, solidez y claridad de las contribuciones, asegurando asi el estandar de excelencia
que caracteriza a la revista FARAUTE.

A continuacién, se presenta un resumen conciso del contenido de este volumen especial:

El articulo “Modelo axiomdtico de una nueva técnica para la descomposicion en fracciones
stmples”, por Franzyuri Herndandez y Esteban Flores, aborda una de las operaciones més fundamentales
del dlgebra y el andlisis matemético. Si bien la descomposicién en fracciones simples es una herramienta
indispensable en campos como el cdlculo integral, las transformadas de Laplace y la teorfa de control, los
métodos convencionales —basados en la igualacién de coeficientes que deriva en sistemas de ecuaciones
lineales— adolecen de una creciente ineficiencia computacional al enfrentarse a denominadores de alto
grado, raices miltiples o factores cuadraticos irreducibles.

Frente a esta limitacién, los autores presentan una contribucién paradigmatica: un modelo axiomatico
innovador que redefine el enfoque tradicional. La técnica propuesta se sustenta en tres pilares fundamen-
tales:

1. Un principio algebraico basado en sustituciones estratégicas que, en lugar de requerir la solucion de
un sistema de ecuaciones, permite la determinacién directa y expedita de los coeficientes mediante
un proceso de inspeccion sistemaética.

2. La construccion de un marco tedrico riguroso que, a partir de axiomas y teoremas sobre polinomios
y divisibilidad, no solo valida el método sino que también garantiza su generalidad y correccién
para cualquier caso valido.

3. Eldiseno de un algoritmo optimizado explicitamente para manejar de manera eficiente los escenarios
mé&s complejos, como raices repetidas o polinomios de alto orden, reduciendo significativamente la
carga operacional y el potencial de error.

Este trabajo trasciende la mera presentacién de un “truco” algebraico; establece los cimientos formales
de una metodologia superior, ofreciendo a estudiantes y profesionales que se desarrollen en el campo
de las matematicas una herramienta méas poderosa, elegante y computacionalmente eficiente para una
operacién matemdtica ubicua.

En “Estudio comparativo: método grdfico vs. Newton-Raphson en redes de flujo”, Enrique
Flores, Antoinette Freites y Arquimedes Gonzélez abordan un problema central de la ingenieria mecénica.
Este articulo presenta un analisis comparativo riguroso entre el método grafico y el método de Newton-
Raphson para la resolucién de redes de flujo de fluidos, especificamente para el calculo de caudales en
tuberias. El estudio se basa en tres casos de estudio de complejidad creciente, tomados de la literatura
técnica, que difieren en el nimero de tuberias y nodos que componen la red.



Para cada caso, se calcularon los caudales mediante ambos métodos y se evalud su precision en compa-
racién con los valores de referencia reportados. La métrica de evaluacién consistié en el calculo de los
errores relativos individuales de cada caudal y, de manera global, en la suma de los cuadrados de los
errores relativos para cada red.

Los resultados demuestran que, si bien ambos métodos proporcionan aproximaciones satisfactorias, exis-
ten diferencias significativas en su desempeno. Se observé que la magnitud del error relativo varfa consi-
derablemente dependiendo del método empleado y de la tuberia especifica analizada. Contrario a lo que
podria esperarse de un método numérico de segundo orden como Newton-Raphson, el método grafico
mostrd un desempeno general superior en los casos estudiados. Este método consiguié errores relativos
inferiores al 1% en la mayorfa de los caudales calculados y registré el menor valor de la suma de errores
cuadraticos en dos de los tres casos, lo que sugiere una robustez notable para este tipo de problemas de
ingenieria.

Luis Rodriguez, en su trabajo “Cuatro ecuaciones recurrentes que debes conocer”, trasciende
el mero listado sugerido por el titulo para presentar una revisién metodoldgica unificada y elegante. El
articulo propone y aplica un marco de resolucién basado en el andlisis del niicleo (kernel) del operador
lineal de retardo para abordar ecuaciones en diferencias lineales de segundo orden. La potencia y gene-
ralidad de este método abstracto son demostradas de manera pedagdgica a través de la resolucién de
cuatro problemas clasicos y aparentemente disimiles: el problema de la ruina del jugador, la sucesién de
Fibonacci, una aproximacién griega a v/'2 y el conocido problema de las torres de Hanéi. El autor demues-
tra de manera convincente como la formulacién matematica de cada uno de estos problemas conduce al
estudio de una estructura comun subyacente, la cual es elucidada eficientemente mediante este enfoque
operacional. Este trabajo no solo ofrece soluciones, sino que proporciona a estudiantes e investigadores
una herramienta tedrica poderosa y unificadora para el campo de las ecuaciones en diferencias.

La contribuciéon de Carlos Cadenas y Angel Padilla, “Resolucion de sistemas lineales complejos
sitmétricos provenientes de discretizar la ecuacion de Helmholtz 1D” | se sitia en el corazén
del andlisis numérico aplicado a problemas de propagacion de ondas. Los autores abordan el desafio
computacional de resolver eficientemente los sistemas lineales complejos simétricos no-hermitianos que
surgen de la discretizacion de la ecuacién de Helmholtz 1D mediante el método de elementos finitos
discontinuo local Galerkin (LDG).

Tras presentar de manera concisa el problema modelo y la formulacién LDG clasica que deriva en un
sistema acoplado de ecuaciones en diferencias, el trabajo se centra en la etapa critica de la soluciéon
algebraica. La investigacién propone y realiza un andlisis comparativo de dos métodos de subespacios
de Krylov especificamente disefiados para explotar la estructura compleja simétrica del sistema. Este
estudio comparativo evalia el desempeno de estos solucionadores iterativos en términos de convergencia y
eficiencia computacional, con el objetivo de identificar la metodologia 6ptima para este tipo de problemas.
El articulo culmina presentando los resultados de exhaustivas pruebas numeéricas que validan el enfoque
propuesto y demuestran la superioridad de una de las estrategias iterativas para alcanzar una solucion
precisa de manera rapida y efectiva.

Finalmente, Armando Herndndez, Aldo Reyes y Luis Rodriguez cierran el volumen con “Algunas
propiedades de la suma de digitos binarios”. Este estudio se enmarca en la interseccién entre
la teoria de nuimeros, la combinatoria y la informética tedrica. Los autores profundizan en el andlisis
de la funcién suma de digitos, explorando y demostrando nuevas propiedades, identidades o cotas re-
lacionadas con este objeto matemadtico, cuya relevancia trasciende lo tedrico al tener implicaciones en
criptografia y teoria de la computacion.
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Resumen

La descomposicion en fracciones simples constituye una herramienta fundamental en el andlisis
matematico, con aplicaciones criticas en calculo integral, transformadas de Laplace y ecuaciones
diferenciales. Su relevancia se extiende a disciplinas como la Teoria de Control, las Matematicas
Discretas y el andlisis de Series Telescopicas. No obstante, los métodos tradicionales —que dependen
de la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales mediante igualacién de coeficientes— enfrentan
limitaciones significativas en eficiencia computacional, especialmente al manejar denominadores de alto
grado, raices multiples o factores irreducibles. Este articulo introduce un modelo axiomatico innovador
para la descomposicion en fracciones simples, el cual elimina la necesidad de resolver sistemas de
ecuaciones. La técnica propuesta se fundamenta en: a) un principio algebraico basado en sustituciones
estratégicas, que permite obtener los coeficientes de la descomposicién mediante inspeccién directa,
b) un marco tedrico riguroso, respaldado por propiedades de polinomios y divisibilidad, que garantiza
la generalidad del método y ¢) un algoritmo optimizado para casos complejos (ej. raices repetidas o
denominadores de orden superior), reduciendo la carga computacional.

Palabras Clave: Descomposicion en fracciones simples, modelo axiomatico, técnica alternativa.

Axiomatic model of a new technique for decomposition into simple fractions

Abstract

Simple fraction decomposition is a fundamental tool in mathematical analysis, with critical applications
in integral calculus, Laplace transforms, and differential equations. Its relevance extends to disciplines
such as Control Theory, Discrete Mathematics, and Telescoping Series analysis. However, traditional
methods—uwhich rely on solving systems of linear equations by equating coefficients—face significant
limitations in computational efficiency, especially when dealing with high-degree denominators, multiple
roots, or irreducible factors. This paper introduces an innovative axiomatic model for simple fraction
decomposition, which eliminates the need to solve systems of equations. The proposed technique
is based on: a) an algebraic principle based on strategic substitutions, which allows obtaining the
coefficients of the decomposition by direct inspection; b) a rigorous theoretical framework, supported
by polynomial and divisibility properties, which guarantees the generality of the method; and c) an
algorithm optimized for complex cases (e.g., repeated roots or higher-order denominators), reducing
the computational burden.

Keywords: Alternative technique, axiomatic model, decomposition into simple fractions.
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1. Introduccion

La descomposicion en fracciones simples (en
adelante, DFS) es una herramienta fundamental en
el andlisis matemético, esencial para simplificar
integrales, resolver ecuaciones diferenciales y
estudiar funciones racionales en ingenieria y ciencias
aplicadas. Sin embargo, los métodos tradicionales
utilizados para realizar dicha descomposicién
como, por ejemplo, el método de coeficientes
indeterminados (en adelante, MCI), basados en
sistemas de ecuaciones lineales, pueden volverse una
tarea muy engorrosa [8], ser tediosos y propensos
a errores en casos con denominadores de alto
grado o raices multiples [6] y [12]. En este
contexto, surge la necesidad de explorar técnicas
alternativas que optimicen el proceso, eliminando la
dependencia de sistemas de ecuaciones y agilizando
los calculos sin sacrificar precision [3]. Este articulo
propone un enfoque innovador para el desarrollo
del proceso de DFS y a través de un modelo
axiomdtico, se demuestra como esta metodologia
no solo simplifica procedimientos algebraicos,
sino que también mejora las posibilidades de
resolucioén en areas como: el calculo integral, el
control de sistemas y el procesamiento de sefiales;
ofreciendo una perspectiva mas eficiente y una
propuesta creativamente seductora para estudiantes,
investigadores y profesionales (ver [3] y [4]).

2. Bases Tedricas para la DFS

Esta seccidn presenta el marco tedrico fundamental
que sustenta la investigacion, estructurado a partir
de contribuciones clave en el andlisis matemaético
de fracciones simples. El desarrollo conceptual se
basa principalmente en los trabajos de: [2] para
el tratamiento axiomatico de descomposiciones
racionales, [7] en lo concerniente a optimizacion de
procesos algebraicos, y [6, 12] respecto a métodos
computacionales alternativos. Complementariamente,
se incorporan los fundamentos analiticos de [11]
sobre aplicaciones en ecuaciones diferenciales,
el enfoque cldsico de [9] para casos especiales
con polinomios de alto grado, y los recientes
avances metodolégicos documentados por [3, 4].
Esta seleccion bibliografica responde a su concision
conceptual y relevancia directa con los objetivos del
presente estudio.

Descomposicion en Fracciones Simples

Definicion 1 (Funcion Polinémica) Son funciones
de la forma P(x) = co+ c1x + cox® + -+ + cpx"
donde cg,cy,...,c, son nimeros reales llamados
coeficientes del polinomio; n € N es un niimero
natural que, si ¢, # 0, se llama grado del polinomio.
Las funciones polinémicas tienen como dominio
natural de definicion la totalidad de R. Mientras
la suma, el producto y la composicion de funciones
polinomicas es también una funcion polinémica, el
cociente de funciones polinémica da lugar a las
llamadas funciones racionales, ver [11].

Definicion 2 (Funcién Racional) Es una funcion
de la forma:

P(x)
QO(x)

donde P (el numerador) y Q (el denominador) son
polinomios y Q no es el polinomio constante igual
a 0. La funcion R tiene como dominio natural de
definicion el conjunto {x € R: Q(x) # 0}. Obsérvese
que las funciones polindmicas son también funciones
racionales (con denominador constante igual a 1).
Sumas, productos y cocientes de funciones racionales
son también funciones racionales; y la composicion
de dos funciones racionales es también una funcion
racional [11].

R(x) =

ey

Definicion 3 (Fraccion Propia) Se dice que una
funcion racional R(x) = P(x)/Q(x) es una fraccion
(o funcion) propia, si el grado del polinomio P(x)
es menor que el grado del polinomio Q(x). En caso
contrario, la fraccion (o funcion) se llama impropia,
ver [2].

Definicion 4 (DFS) Si R(x) es una funcién impropia,
entonces usando el algoritmo de la division, R(x)
puede expresarse en la forma:

2

donde c(x),r(x) y Q(x) son polinomios en x, y
ademds el grado del numerador r(x), es menor que
el grado del denominador Q(x). Esto significa que
(al menos tedricamente), toda fraccion impropia
puede expresarse de un modo unico en forma de
una suma de un polinomio y de una fraccion
propia. Por esta razon, en lo siguiente solo se

FARAUTE de Ciencias y Tecnologia, 15(1-2), 2020. 7



Modelo axiomatico de una nueva técnica para la DFS.

Hernandez y Flores

considerardn las fracciones propias. Teoricamente,
es posible escribir cualquier fraccion racional propia
r(x)/Q(x) como una suma de expresiones racionales
cuyos denominadores son potencias de polinomios
de grado no mayor que dos. Concretamente, si
r(x)/0(x) es una fraccion propia, entonces del
Algebra se tiene que:

r(x)
Q(x)

=N +Ny+---+Ng 3)
DFS

donde, cada N; (i = 1,...,k) tiene una de las dos
formas siguientes:
A . Arx+Aj
0
(ax+Db)y" = (px*+qx+r)"
donde los A; € R (i = 1,2,3) son coeficientes a
determinar.

“4)

La suma del lado derecho de (3) se conoce como DFS
de r(x)/Q(x) y cada N; (i=1,... k) es una fraccion
simple (o mds sencilla) en relacion a r(x)/Q(x) (ver

[2], [3], [4]).

Para obtener la descomposicién (3) primero se debe
expresar el denominador, Q(x), como un producto
de factores de la forma (ax + b) o expresiones
cuadriticas irreducibles de la forma (px* + gx +r).
Después se agrupan los factores repetidos de manera
que Q(x) quede expresado como un producto de
factores distintos de la forma (ax+b)" 6 (px* +qx+
r)"; donde m,n € Z* y g* — 4pr < 0 (es irreducible).

Después se aplican las siguientes reglas:

1. Por cada uno de los factores (ax+b)™ (m > 1)
la descomposicion (3) contiene una suma de m
fracciones parciales de la forma:

Ay Ar

An
a)H—bJr (ax+Db)? e

(ax+b)m

donde cada A; (i = 1 : m) es un nimero real a
determinar.

2. Por cada uno de los factores de la forma
(P> +gx+r)" n>1y g*>—4pr<0)la
descomposicién (3) contiene una suma de
fracciones parciales de la forma:

Aix+ By Ax+ By,
px2+qx+r (px2+gx+r)
donde cada A; y B; (i = 1:n) son nimeros
reales a determinar.

Tomando en cuenta la factorizacién de Q(x) y las
reglas dadas en los incisos (1) y (2) se estudian los
siguientes cuatro casos (ver [13], [9], [10]):

= Factores lineales no repetidos:

A Ar A,
+ o
aix+by  ax+b;

= Factores lineales repetidos:

ax+b  (ax+Db)? (ax+b)"

= Factores cuadraticos no repetidos:

Aix+ By
pP1X2+qix+r

A x+ B,
pnx2 +gnx+14
= Factores cuadraticos repetidos:

Ai1x+ By
pxE4gx+r

A, x+ B,
(px*+qx+r)"

En ese sentido; en la literatura especializada existe
una variedad de técnicas para calcular los coeficientes
A; y B; (i = 1:n) como, por ejemplo, las técnicas
tradicionales: MCI y MHO que segin [6, 12]
son métodos tediosos y fuentes de complicadas
identidades algebraicas [1] las cuales confunden a los
estudiantes (noveles) de un primer curso de célculo
integral, sobre todo a aquellos con limitaciones en el
dominio de los procedimientos algebraicos basicos.

Siguiendo la idea de las técnicas para calcular los
coeficientes A; y B; que aparecen en los distintos
numeradores de las fracciones simples (o parciales),
en esta investigaciéon fue concebida una técnica
alternativa con vision algebraica para calcular dichos
valores donde su principal atractivo es no requerir de
sistemas de ecuaciones durante el proceso de célculo.

3. Dos Métodos Clasicos para la DFS
Los métodos para desarrollar una descomposicion en

fracciones simples, que se muestran a continuacion,
recurren al uso de sistemas de ecuaciones.

FARAUTE de Ciencias y Tecnologia, 15(1-2), 2020. 8
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Método de Coeficientes Indeterminados

Definicion 5 (DFI) Consiste en descomponer un
polinomio, Q(x), como producto de factores de grado
uno y de factores de grado dos irreducibles:

0(x)

=(x—a)® - (x—a,)*

(P +bix+e)Pr (P4 bpx+cn)Pr. (5

En la descomposicion (5) cada aj es una raiz
real de orden @ del polinomio Q, y los factores
cuadrdticos del tipo (x* +bjx+c;)Pi corresponden
a raices complejas conjugadas de orden B;. Tales
factores cuadrdticos son irreducibles, es decir, su
discriminante es negativo o, lo que es igual, x* +
bjx+c;> 0 para toda x € R (ver [11]).

Definicion 6 MCI) Se Escribe el cociente
P(x)/0O(x) como suma de fracciones de la siguiente
forma:

= Por cada raiz real aj de orden o se
escriben o fracciones cuyos numeradores son
constantes Ay; los cuales hay que determinar,
y los denominadores son de la forma (x —a;)*
donde kj toma valores de 1 hasta o;.

» Por cada factor cuadrdtico irreducible (x* +
bix+ cj)Bf se escriben B; fracciones cuyos
numeradores son de la forma Bij+ij siendo
By, y G, constantes los cuales se deben
determinar, y los denominadores son de la
forma (x> +bjx+c;j)*i donde k; toma valores
de 1 hasta B;.

= La descomposicion queda de la forma:

P(x) 1 ' Ag;

O(x) Z’!Z (x— a/)k -
m [ B ka+Ck 6
; Z (x2+bix+cj)ki|’ ©)

donde habrd que calcular tantos coeficientes
como el grado del polinomio Q.

= Finalmente, se reducen todas las fracciones
a comin denominador [serd Q(x)], y se
iguala a P(x) el numerador resultante. Esto
producird un sistema de ecuaciones lineales

cuyas incognitas son los coeficientes Aj, B; y
Cj, cuya resolucion dard el valor de todos ellos

[11].

Método de Hermite-Ostrogradsky

Definicion 7 (MHO) Se Escribe el cociente

P(x)/Q(x) de la siguiente forma:

P(x) A .

0(x) x—a —an
B]X+C1 B;11x+Cm
x2+bix+cy X2+ b, x+cp,

4 [F(x)} . )

dx | p(x)
Con

o) = (x—a)® ! (x—a,)*!

(2 +bix+c)Prt (2 byx+cp)Pr!
Los Ay,...,Ay,By,...,By, C1,...,Cy son coeficien-

tes a determinar y, en la fraccion que aparece con
una derivada, F(x) es un polinomio genérico de gra-
do uno menos que el denominador. En resumen, se
trata de escribir P(x)/Q(x) como suma de fracciones
simples, una por cada factor de Q(x), mds la deri-
vada de un cociente, el cual tiene por denominador
O(x) con sus factores disminuidos en una unidad y
de numerador un polinomio genérico, F(x), con co-
eficientes indeterminados de grado uno menos que
el denominador. Es importante notar la necesidad
de calcular tantos coeficientes como el grado del
polinomio Q.

Se reducen todas las fracciones a comiin denomina-
dor [serd Q(x)], y se iguala a P(x) el numerador
resultante. Esto producird un sistema de ecuaciones
lineales cuyas incégnitas son los coeficientes Aj, B; y
Cj mds los coeficientes de F (x), naturalmente, prime-
ro se requiere efectuar la derivada antes de reducir
a comiin denominador. Finalmente, la solucion del
sistema dard el valor de todos los coeficientes [11].
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4. Axiomatizacion de la Nueva Técnica

Proposicion 1 Al realizar la DFS de la expresion:

1
(x+by) (x+b;)f

)

donde by,by € Ryk € N (k> 1). El resultado es de
la forma:

Q i Qo
] (x_i_bl)kfile x+b2

k

]

y los o; (Vi = 0:k) no son obtenidos a partir de
sistemas de ecuaciones.

Demostracion: Se comenzara la DFS con k = 1.

1
(x+b2) (X—Fbl).

En este caso, se hace:

I 1 bbb
x+by x+by (x+by)(x+b)

De lo anterior, al multiplicar ambos miembros por la
expresion 1/ (b, — by), se tiene:

1 1 1 1
(x+by) (x+b1)  by—b <x+b1 _x+bz>'

Luego; la descomposicion para k = 1 es:

1 1 1
(x+b2)(x+b1) - bz—bl <X+b1> -

1 1
bz—bl <X+b2>' (9)

En este primer caso, se tiene:

o Y
T b, Y M T b

o)
Se observa que los coeficientes 0g y o] son obtenidos
sin usar sistemas de ecuaciones.

Ahora, se construird la descomposicion para k = 2.

1
(x4+bo) (x+b1)*

Sacando como factor 1/ (x+ by ), se obtiene:

1 1 1
(x+by) (x+b1)>  x+bi (x+b) (x+by)’

Al usar la descomposicién (9), en la expresion
anterior, se tiene:

1 1 1
(x+b2) (x+b1)>  b2—Dbi (x+by)?

1 1
by — by (x+by) (x+by)’

Usando nuevamente la descomposicién (9) se tiene:

1 1 1
(x+by) (x+b1)°>  br—bi (x+by)?

1 1 1 1 1
by —by | by —b; \x+ by by—by \x+by) |’

Finalmente, la descomposicion para k = 2 es:

1 1 1
(x+by) (x+b1)*  br—bi (x+b)?

1 1 1
+ .
(bz_b1)2x+b1 (bz—bl)zx+b2

(10)

Veamos la descomposicion para k = 3.

1
(x+by) (x+b1)

Lo anterior puede escribirse como:

1 1 1
(x+by) (x+b1)°  X+bi (x+by) (x+b1)>

Al usar la descomposicion (10) y aplicar la propiedad
distributiva se tiene:

1 1 1

(x+b2) (x+b1)°  br—b1 (x4by)
1 1 1

(bs—b1 ) G417 (br—bn)? (4 B1) (14 B2)”

Usando la descomposicién (9), se tiene:
1 1 1

(x+b2) (x+b1)°  b2—b1 (x+by)]
1 1

(br—b1)* (x+b1)?

+
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7l () s ().
(bz—bl)z br—b; \x+ b by—by \x+b; '

Luego, la descomposicion para k = 3 viene dada por:

1 1 1
(x+by) (x+b1)>  b2—bi (x+by)°

1 Lo, 1
(b2=b1)* (x+b1)*  (ba—b1) ¥ +b

1 1
(bz_b1)3x+b2'

(1)

Si se repite el mismo procedimiento es posible arribar
a la expresién para la descomposicion del caso
general:

=~

1
(x+b) (x+b)*

(_1)i+l 1 N
(b2 _bl)i (X+b] )k—i+1

I
_

(k1
(bz_bl)karbz'

(12)

Este proceso con enfoque inductivo es suficiente para
probar la proposicion 1, donde los coeficientes vienen
dados por:

o (_1)i+1 i_%
al_i(bz—bl)" (i=1:k)
y
_ (=D
Oy = (bz_bl)k'

En la construccion de la prueba, se observa
claramente que ninguno de los coeficientes de la DFS
fue obtenido a partir de sistemas de ecuaciones. Para
mas detalles en el desarrollo de los calculos ver [3].

Proposicion 2 Al realizar la DFS de la expresion:
1
(x+by) (2 +dix+ep)

donde by,dy,ey € Ryk €N (k> 1). El resultado es
de la forma:

(13)

0 n k Bix+ 7

X+b2 = (x_'_bl)kfﬂrl

ylos B,y (Vi=1,...,k) y & no son obtenidos a
partir de sistemas de ecuaciones.

Demostracion: Se iniciard la DFS conk =1 :

1
(x+b2) (x> +dix+e;)

Haciendo la siguiente diferencia, se tiene:

1 B x+dy—by B bzz—dlbz—i-el
x+by xX2+dixt+er  (x+b) (2 +dix+te)

De lo anterior, se tiene que:

1 1
(x+b2) (2 +dix+e))  bi—diby+e

1 7 x+dy—by
x+by x*+dix+te /)’
Luego; la DFS para k =1 es:
1 j—
(x+by) (X2 +dix+er)

1 1
b2 —diby+ e <X+b2> B

1 x+d;—by (14)
by —diby+ey \ x> +dix+e )’

En este primer caso, se obtienen los coeficientes:

1 1

aozb%—dlbz—l-el’ :_bzz—dlbz—i-el

dy— by
by —diby+e;’

Como se pudo observar, los coeficientes o, 1 y %1
fueron obtenidos sin usar sistemas de ecuaciones. Si
se repite este procedimiento y se usa la férmula (14)
se obtiene la construccion de la DFS para el caso
general:

h=

1 1 1

(x+b2) (2 +dix+e) B (b? —d1b2+e1)kx+b2_
1 x+d—by

k
i=1 (bgz —dby +€1)kii+l (X2 +d1x—|—e1)i'

Donde los coeficientes que vienen dados por las
siguientes expresiones:

1
(by2 —diby+e))*

a():
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1
(b22 —dlbz +€1)k 1
dy — by
(b22 —dlbz—i-e])ki#l

no fueron obtenidos a partir de sistemas de
ecuaciones, para mds detalles ver [3]. De esta manera
se demuestra la proposicion 2.

Bi=

Yi=—

Lema 1 Demostrar la siguiente igualdad:

1 x+dr—b

(2 +dox+e) (2+dix+e)  Xtdixter

x+d —b

_ 15
X2 +dix+e (15)

donde: b,d1,d2,e1,e2 eR, d; 7& d> y

1

6= :
(dr—dy) (B> —dib+e)

Demostracion:

1
(2 +dox+er) (x2+dix+ep)

1
(dz—dl)x—(€2—€1)

1 1
<x2+d1x—|—el B X2+d2X+32> )
Pero;
1 —
[(dg—dl)x— (6’2—61)} ()C2+d1x+61)

1 1
dy —d, [(x%—b)(xz—%dlx—i—el)}
1 1
[(dz—dl)x—(ez—el)](x2+d1x+el):dz—dl
( I xtdi—b ) 1
x+b x*+dix+e )b —dib+te’

En forma anéloga;

1 1
[(dy—di)x—(ez—e1)] (32 +dox+ey) do—dy
1 _ x+dr—b 1
x+b x*+dyx+ey) b —drb+er

donde b = Z2=7- . No es dificil probar que:

AR
b2 —dib+e

b2 —db+te’
De esto resulta que;

1 1
(2 +dox+er) (2 +dix+e)) dr—d

x+dy—>b x+dy—b 1 _
2 4dox+er x2+dix+e )2 —dib+e

x+dy—>b x+dy—b

— | 16
XHdx+e  xX2+dix+e (16)

donde § = ( 1

dz—dl)(bz—dlb-‘rel) - Ver [3]

Proposicion 3 Al realizar la DFS de la expresion:

1

- (17)
(2 +dyx+er) (2 +dix+ep)

donde dy,dy,e1,e; € Ry k € N (k> 1). Es posible
obtener:

1
(2 +dox+er) (2 +dix+er)

L wx+p;

i=1 (x2+d1x+€1>i

sin usar sistemas de ecuaciones.

Hox + Po
x?+dox+e;

Demostracion: Se hard la DFS para k = 2:

1
(2 +dax—+er) (2 +dix+e)

En efecto;

1 1
(2 +dax+e;) (2 +dix+er)’ X 4dix+e

1
(X2 +dox+er)(xX2+dix+ter)

1 x+d,—b B x+dy—b _
X2tdixter \ R+dxter  x2+dixte )
s x+d,—b B
(X +dix+er) (x> +dpx+er)

di—b
_EATY  §(xtdy—b)
(x2+dix+ey)
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1 s x+d; —
(¥ +dix+er) (X +dox+er) (x2—|—d1x+el)2.

Usando el lema 1, en la dltima expresion, se tiene:

1
(2 +dox+er) (2 +dix+er)’

=6 (x+d,—b)

<5 x+dy—>b

x+d —b
X2+ dox+en

X2 +dix+e;
x+dy—b
(2 +dix+er)?

(x+do—b) (x+di —b)
X2 +dix+e

2 (x+dy—b)*
X2+ dyx+er

x+d —b
(2 +dix+e)*

dy—2b)x+(dy—b) —ey
X2+ dox+en

dy —2b)x+ (dy —b) (dr — b) — e,

x2+dix+e

52+62(

62+ 62

]_
x+dy—b
(2 +dix+e)
Finalmente, la DFS para k = 2 viene dada por:

1
(2 +dax+er) (2 +dix+e)’ a

2(d2—2b)x+£1 _52(d2—2b)x+82_
x>+ dox+e; x*+dix+e;
di—b
H—lz m (18)
(x> +dix+ep)
donde:
81=(d2—b)2—62; 82:(d1—b)(d2—b)—el
5— 1
Y T W —d) (B —dibter)

Este procedimiento puede repetirse k veces y asi

obtener la expresion que se muestra a continuacion,

sin usar sistemas de ecuaciones (ver [3]).
1
(2 +dox+er) (2 +dix+er)*

Hox + pPo k

x2+ dox+ e

Wix + pi -
o (2 +dix+ep)

Teorema 1 La expresion:
1
(x+b2)" (x+by)

donde; by,by € Ry n,k € N (n,k > 1), puede ser
DF'S sin emplear sistemas de ecuaciones.

(19)

Demostracion:

Se debe probar que, se puede escribir como:

ISV

(x+by)" (x+b)" S X+b2) S (x+b)

donde ; (i=1:n)y B; (j=1:k) se pueden obtener
sin usar sistemas de ecuaciones.

En efecto, de acuerdo a la proposicién 1, se tiene:

1 k o
+

(x+b2)(x+b1 E{ x+b AR )

donde:
_1)it! o 1)k
ai:(i)i(coni:l:k)yao:(i)k.
(b2 —b1) (b2 —b1)

Por lo que:

1 1 1
(x+b2) (x+b)f X+b2 (x+by) (x+by)
1 k o; N 0
X+by | S (x+ b)) xt+by

Es decir;
1

(x+b2)* (x+by)*

k 1 (o /)
Y. a Tt 7
i—1 (x+b2) (X+b]) (x—|—b2)

(A)

A cada término de la forma (A) se le puede aplicar la
proposicién 1 y asi se obtiene una descomposicién
para cada expresion de la forma:

1
(x+bo) (x+by)
Este procedimiento puede repetirse en forma

recursiva hasta obtener una DFS (ver [3]), sin usar
sistemas de ecuaciones, para la expresion:

1
(x+b2)" (x+b1)"
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Teorema 2 La expresion:

1 +
(x+b2)" (2 +dix+e) S (x+b)

- Mpxdp;

__ TR (20)
j=1 (X2+dlx+€1)J

donde; by,dy,e1 € R, n,k e N (n,k>1), o, 1uj,pj €
R (i=1:n, j=1:k). Puede ser DFS sin emplear
sistemas de ecuaciones.

Demostracion:

La prueba se logra siguiendo las lineas de la
demostracién del teorema 1, pero usando la
proposicién 1y 2, ver [3]. |

Teorema 3 La expresion:
1
(2 +dox+er)" (¥ +dix+e )k

z oix+ B, k Ux+p;
Zzlﬁ’ﬁ L )
i=1 ( +d2x+€2) j=1 (X +d1x+€1)

con: dydyerey € R nk € N (nk > 1),
o, Bi,1j,pj € R (i = 1:n, j = 1:k). Puede
ser DFS sin emplear sistemas de ecuaciones.
Demostracion:

Esta prueba se obtiene; siguiendo la demostracién
del teorema 1 y usando el resultado de la proposicién
3 (para mas detalles ver [3]). |

Observacion 1 La magquinaria expuesta hasta
ahora es aplicable solo al caso:

1
O(x)
Donde;

(22)

O(x) = (x+b1)" ... (x+by)"

myg

(xz—i—a’lx—i-m)m1 (xz—l—dsx—i—es) ,

con:n; €N, mj €Ny X2 +djx+ejirreducible en R;

parai=1:py j=1:s.

Ahora, con el apartado siguiente los autores del

presente trabajo cubren el caso mds general. A saber;

si se quisiera descomponer en fracciones simples una
expresion de la forma:

P(x)
Q(x)

En ese sentido, para la expresion (23), se consideran
los polinomios P(x) y Q(x) con coeficientes reales.
Se llamard funcion racional propia a la fraccion
P(x)/Q(x) donde el grado del polinomio P(x) es
menor que el grado de Q(x). Cuando P(x)/Q(x) no
es propia (impropia), de acuerdo al algoritmo de la
division de Euclides siempre se podrd escribir:

(23)

PO _ s RO
o) ~ Yo e
donde: C(x), R(x) y Q(x) son tales que ahora:
R(x)
Q(x)

es una funcion racional propia.

Lema 2 Sea P(x)/Q(x) una funcién racional propia.

Y sea o una raiz real de multiplicidad B > 1 del

polinomio Q(x). En ese sentido; se puede escribir:
0(x) = (x— )P M(x) y M() £0, (25

entonces existen A € R y un polinomio P;(x) con
coeficientes reales tales que:

P(x) A Pi(x)
— 26
00  —ap | Gapme
donde #@M(ﬂ también es propia.
Demostracion:

Es claro que:

PO _ Pk
()  (x—a)fM(x)
Y no menos claro es que:
P(x) P(x) A A
) [(r—a)fMx) (r—a)f] (x—a)f
de lo anterior, se infiere que:
Px) A P(x) —AM(x)
00  (—af ' -apmix) 7
—_——

(D
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por definicién de fraccién racional propia el grado
de P(x) es menor que el grado de Q(x). Es obvio
que el grado del polinomio M(x) es menor que
el grado de Q(x) (puesto que 8 > 1) por lo que
independientemente del valor que tome “A”, la
fraccidn:

P(x) —AM(x)

(x— )P M(x)

es regular. Ahora, se elije “A” de forma tal que “a”
sea raiz del polinomio P(x) —AM (x) y, por lo tanto,
que este polinomio sea divisible por x — o, donde
o eR.

En términos simples, se elije “A” con la condicién de
que P(a) —AM (o) = 0. De este hecho, se infiere que
A=P(a)/M(a). Para tal eleccién de “A” el término
(I) del lado derecho en (27) se puede simplificar por
x — o, resultando que la fraccién ha de ser del tipo:

Pi(x)
(x—a)P~IM(x)’

Como esta fraccion fue obtenida con la simplificacion
de una fraccién racional propia con coeficientes
reales por el factor x — ¢, donde & € R, entonces ella
misma también es una funcién racional propia con
coeficientes reales (ver [3]). [ |

Observacion 2 Si los polinomios P(z) y Q(z) tienen
coeficientes complejos y 7 = Q es una raiz compleja
de multiplicidad B > 1 del polinomio Q(z), entonces
la descomposicion anterior también ocurre; pero el
“A” obtenido es en general un niimero complejo.

Lema 3 Sea % una fraccion racional propia. Si el
niimero complejo 71 =a+ibcona,b e R (b#0), es
una raiz de multiplicidad o > 1 del polinomio Q(x),
es decir:

O(x) = (X + px+q)* Q1 (x),

donde: Q1(z1) #0y x>+ px+q = (x—2z1)(x —Z1),
entonces existen niimeros reales M, N y el polinomio
Py (x) con coeficientes reales, tales que:

Py (x)

(x2+ px+q)* 101 (x)
@

_ Mx+ N
(2 pxtq)®

donde, la fraccion (1) también es propia.

Demostracion:
P(x) P(x)
O(x)  (P+px+q)*Qi(x)
Es claro que:
P(x) Mx+N
0) ~ (@ +pxta)
P(x) Mx+N
(2 +px+g)?Qi(x) (2 +pxtg)®
Lo anterior puede escribirse como:
P(x) Mx+N P(x) — (Mx+N)Q(x)
Ox)  (P+px+q)* (2 +px+q)*Qi(x)
A)

donde, el término (A) es una fraccién propia.

Se escogerd a “M” y “N” de tal forma que el
numerador de la fraccién (A) sea divisible por:

X4 px+q= (x—z1)(x—727).

Para ello; basta elegir a “M” y “N” de forma tal que
Z1 'y Z1 sean raices de la expresion:

P(x)— (Mx+N)Qi(x).

De ésto se tiene que; este polinomio es divisible por
x% + px+qy en ese sentido:

P(z1) = (Mz1+N)Qi(z1) =0.
De donde:

Mz +N=

donde, Q;(z;) # 0.

P(z1)
01(z1)

A+iB=Mz +N=M(a+ib)+N.

Seazi =a+iby = A +iB, entonces

De lo anterior, es posible inferir que:

m="2 N=4a-%B
b Y T

Para estos valores de “M” y “N” el polinomio:
P(x) — (Mx+N)Qi(x)

es divisible por la expresion x*> + px + ¢. Luego,
simplificando el término (A) se logra obtener una
fraccidn propia con coeficientes reales ([3]) del tipo:
Py (x)
(+px+q)* Q1 (x)
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Observacion 3 A veces conviene dependiendo del
problema, aplicar alguna de las dos opciones
siguientes o incluso combinarlas:

Opcion 1 Se escribe la expresién (23) como:
P 1
@ _,
Q(x)

después, se aplica la DFS con la nueva técnica al
factor (A), lo siguiente es efectuar el producto de
1

P(x) por cada término de la descomposicion de o0

Este producto esta formado por términos de la forma:

pj(x)
(cjx? +djx+e;)

pi(x)
(aix + b,’)ti

Si el grado del numerador, en alguna de las fracciones
anteriores, es mayor o igual al grado del denominador
hay que hacer la respetiva divisién para luego,
agrupar a los términos semejantes.

Opcidén 2 Expresar P(x) como sumas de:
(aix+b) ylo (e +dpx+ej)h.

Luego simplificar. Con esto, cada término obtenido
es mas sencillo de descomponer.

En general; esta dltima opcién es la mas sencilla y
Optima, no obstante, a veces es conveniente combinar
ambas opciones (para mds detalles ver [3]).

5. Implementacion de la Nueva Técnica

Problema 1 Realizar la DFS, sin la necesidad de
implementar sistemas de ecuaciones, de la expresion:

P(x)  2x*4x0 +4x?+1
ox)  (2+1)2(x—1) "
Solucion:

Caso 1

(28)

Q) =(P+1? y a=1.

De acuerdo al lema 2 es fécil ver que A = P — 9,

01(1)
Luego;
P(x) 2 2+ 44+1-22+1)7
O(x) x—1 (2 +1)2(x—1) -

2 X -1
(12 (x—1)7
Factorizando y simplificando, se tiene la DFS:

x—1

Px) 2 (x—D)*+x+1)
O(x) x—1  (2+1)2x—1)
2 x2—|—x+1_ 2 n 1 n X 0
x—1 (2412 x—1 x2+1 2412

Caso 2
Oi1(x)=x—1l,z1=a+ib=i = a=0y b=1.
De acuerdo al lema 3, es facil ver que:

P(i 20+ P42 +1
ayipo PO _20HEHATEL
01(i) i—1

por lo que; A =0, B= 1. De lo anterior, se tiene que:

M=1 y N=0.

Por lo tanto;

P(x) x 2 AP L —x(x—1)

B @+
X 243432+ x+ 1
EREANCENES)
Pero de acuerdo al lema 3, el polinomio

X3 +3x2+x+1 es divisible por x* + I.
En efecto, al realizar esta division resulta:

(x2+ 1)2

Plx) _  x 233 +x+1
o) ~ 1 T @rne-n &
—_—

@
Aplicando nuevamente el lema 3, pero al término (I):

2% +x+1
(x2+1)(x—1)"

P) _

Q*(x)
El nuevo P(x) es 2x*> +x+ 1y Q1 (x) esx— 1.

Zi=a+ib=i=a=0y b=1.
Por el lema 3 se observa que:

A+iB = P(z? _ —2.—H+1 _,
01(i) i—1

de donde; A =1y B = 0. Luego, se tiene que:

M=0 y N=1.
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Por lo tanto;

P(x) 1 24 x4+1—(x—1)
O(x)  x2+1 (24 1)(x—1)
1 2x2 42

+ (x2+1)(x—1)"

Al simplificar, se tiene que:

x2+1

Pi(x) 1 2
0 (x)  x2+1 T

(30)

Se sustituye (30) en (29) se tiene la DFS deseada:

P(x) 2 1 x
0(x) =x—1 +x2—}-1 + (x2+1)%

0

Problema 2 El siguiente problema fue extraido del
[9] y el mismo consiste en calcular la integral:

AR 112+ 120+ 8
/[x—i—x—i— x 4+ 12x+ . 31)

(X2 4+2x+3)2(x+1)
Para calcular la integral (31) es necesario la DFS de:

A3+ 112+ 12x+ 8
(x> +2x+3)2(x+1)

El desarrollo se limitara a realizar solo la DFS vy,
la misma, se hard con el método sugerido por [9]
(MCI y Evaluacién). También, se trabajard con la
técnica propuesta en este articulo y asi se hard la
comparacion entre los métodos utilizados.

Usando el método sugerido en [9]:

A+ 11+ 120 +8

(2 +2x+3)2(x+1)
Ax+B n Cx+D n E
(x2+2x+3)2  x2+2x+3  x+1°

Lo anterior puede escribirse como:

Al 112+ 120+ 8
(x2+2x+3)%(x+1)

=(x+1)

Ax+B
(x2+2x+3)?

Al sustituir por x = —1 se tiene que E = 1.

Cx+D
X2 4+2x+3

+E.

Basta comparar los numeradores.

x* 42 + 116% + 12x + 8 = (Ax + B)

(x+ 1)+ (Cx+D)(x* +3x> +5x+3)+
E(x* +4x° + 100> + 12x +9).
Para obtener el siguiente sistema de ecuaciones:
C+E=1
3C+D+4E =4

A+4+5C+3D+10E =11
A+B+3C+12E =12

(32)

Al resolver el sistema (32) se obtiene la siguiente
solucion:

A=1, B=-1,C=0y D=0.
De esta forma se han encontrado los coeficientes de
cada una de las fracciones mas simples. [J

El siguiente paso seria integrar. Ese paso no se hara
como ya se habia comentado, el Unico interés es
determinar los coeficientes y comparar la técnica de
este articulo con el método propuesto en [9].

Usando la técnica propuesta en este articulo:

Al 112+ 120+ 8 B
(2 +2x+3)2(x+1)

(¥ 4+2x+3)2+ (x+1)(x—1)
(2 4+2x+3)>(x+1)

(33)

Al simplificar el lado derecho de (33) se obtiene:

A0 11+ 12048

(2 +2x+3)2(x+1)

1 x—1

x+1  (x242x+3)%
De donde:

A=1,B=-1,C=0,D=0y E=1. O

6. Conclusiones

La descomposicion en fracciones simples puede ser
una tarea muy engorrosa. Explorar métodos alternati-
vos de descomposicion que agilicen el proceso puede
ser muy util para que la descomposicion en fraccio-
nes simples no parezca tan abrumadora. Compren-
der los conceptos bésicos, aprender algunos atajos
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y saber cuando usarlos es esencial para ser compe-
tente, seguro y eficiente al resolver problemas de
descomposicion en fracciones simples [8].

La principal contribucién de la técnica mostrada en
este articulo radica en su eficiencia superior: ésta
evita por completo la construccién y resolucién
de sistemas lineales, simplificando el proceso a
operaciones algebraicas elementales. Esto no solo
acelera los cdlculos, sino que también minimiza
errores comunes cometidos generalmente por
estudiantes noveles al utilizar métodos tradicionales.

En ese sentido, la implementacion de una técnica
alternativa que evite el uso de sistemas de ecuaciones
en la descomposicion en fracciones simples resulta
fundamental, ya que optimiza los procesos de
célculo, reduce errores y agiliza, por ejemplo, la
simplificacién de integrales complejas. Ademas,
esta mejora metodolégica no solo facilita el
andlisis de funciones racionales, sino que también
amplia su aplicabilidad en areas como el célculo
avanzado, las ecuaciones diferenciales y la ingenieria,
contribuyendo asi a un enfoque mads eficiente y
accesible en el estudio de las matemadticas aplicadas
y tedricas.

Por otro lado, se destaca que esta nueva técnica no
solo optimiza procesos computacionales, sino que
también amplia las posibilidades pedagdgicas en la
enseflanza de matematicas avanzadas [5], al ofrecer
un camino mads intuitivo y menos mecanico para la
DEFS, en esa direccién, dos estudios recientes (ver
[3] vy [4]) han demostrado que la implementacién de
esta nueva técnica —la cual evita el uso de sistemas
de ecuaciones—, en comparacién con técnicas
tradicionales como: MCI y MHO, no solo fomenta
actitudes mas positivas en estudiantes universitarios,
sino que también potencia significativamente su
pensamiento algebraico. Estos hallazgos sugieren que
su aplicacion podria contribuir de manera efectiva a
la mejora del rendimiento académico, posiciondndola
como una prometedora herramienta del dlgebra para
la ensefianza del célculo.
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Resumen

En este trabajo se presenta la comparativa del empleo del método grafico con el empleo del método
de Newton-Raphson para calcular los caudales que atraviesan las tuberias en tres casos distintos de
redes a través de las cuales fluye agua. Se toman tres casos de la bibliografia considerando distintas
cantidades de tuberias en cada caso. Se determinan los errores relativos de los caudales determinados,
y se calcula la suma de los cuadrados de los errores relativos en cada caso estudiado. Se determina
gue tanto el método grafico como el método de Newton-Raphson ofrecen buenas aproximaciones a los
resultados reportados en la bibliografia, que las magnitudes de los errores relativos calculados pueden
diferir significativamente segin el método empleado, y que el método que tuvo un mejor desempefo
en los casos estudiados es el método grafico, ofreciendo en la mayoria de los caudales calculados
un error relativo menor al 1% y teniendo el menor valor de la suma de los cuadrados de los errores
relativos en dos de los tres casos estudiados.

Palabras Clave: Errores relativos, método grafico, método de Newton-Raphson, redes de flujo de
fluidos.

Comparative study: graphical method vs. Newton-Raphson in flow networks

Abstract

This paper presents a comparison of the graphic method with the Newton-Raphson method for cal-
culating the flow rates through pipes in three different cases of networks through which water flows.
Three cases from the literature are taken, considering different numbers of pipes in each case. The
relative errors of the determined flow rates are calculated, and the sum of the squares of the relative
errors is calculated for each case studied. It is determined that both the graphical method and the
Newton-Raphson method provide good approximations to the results reported in the literature, that the
magnitudes of the calculated relative errors can differ significantly depending on the method employed,
and that the method that performed better in the studied cases is the graphical method, offering in most
of the calculated flows a relative error of less than 1 % and having the lowest value of the sum of the
squares of the relative errors in two of the three cases studied.

Keywords: Fluid flow networks, graphical method, Newton-Raphson method, relative errors.
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1. Introduccion

Tal como se indica en [22], los sistemas de conduc-
cién de fluidos en plantas industriales por lo gene-
ral comprenden innumerables tuberias, muchas de
ellas entre si formando redes. Destacan entre estas
las redes en forma de malla, cuyas tuberias forman
circuitos y estdn intercomunicadas; donde no es posi-
ble a priori establecer el sentido de flujo en todas las
tuberias que conforman la red.

En [14] se sefiala que el andlisis de una red de flujo,
se pueden considerarse como elementos constituti-
vos esenciales los indicados a continuacién: Resis-
tencias (tuberfas y accesorios), Fuentes/Sumideros
(Tanques) y Turbomaquinas (Bombas o compresores
encargados de mover fluidos). Se indica, ademads, que
resolver una red de flujo consiste en establecer el cau-
dal que circula en cada uno de los tramos de tuberia
que conforma la red de flujo. En [4], [9], [14], [17]
se afirma que la resolucién de la red se basa en el
cumplimiento de la ecuacién de continuidad (ley de
conservacion de la masa) en todo el sistema, y del
cumplimento del balance de energia (primera ley de
la termodindmica) en cada tramo de la red; requi-
riendo el planteamiento de un sistema de ecuaciones
cuyo cardcter en general es no lineal, el cual pudiera
ameritar para su resolucién el empleo de métodos
numéricos; y que si el tamafio de dicho sistema es
grande, pudiese requerir el apoyo de un computador.

En [6] se sefiala como métodos numéricos iterati-
vos cominmente usados para la resolucion del siste-
ma de ecuaciones previamente nombrado al método
de Hardy-Cross, el método de Newton-Raphson, el
método Lineal, y el método del gradiente; estable-
ciéndose para cada uno de estos métodos sus ventajas
y desventajas. En [18] se indican software que pue-
den ser empleados para la resolucién de redes que
transportan agua tales como KYPIPE2, que emplea
el método lineal; EPANET, que emplea el método del
gradiente y WaterCAD que emplea el método del gra-
diente. En [1] y [21] se afirma que el software Pipe
Flow Expert emplea el método de Newton-Raphson.
En [8] se muestra que en una actividad did4ctica pro-
puesta a los estudiantes cursantes de una asignatura
donde se imparten métodos de resolucién de redes de
flujo los software utilizados por dichos estudiantes en
la actividad son PipeFlow Expert, EPANET y Water-
Cad; y en [7] y [8] se indica a su vez que el software

mayormente utilizado en la Universidad de Carabobo
es Pipe Flow Expert.

La bibliografia existente muestra, ademés de los
métodos iterativos previamente citados, métodos
gréficos para la resolucién de redes. En [17] se sefiala
que las metodologias graficas son simples expresio-
nes graficas de procedimientos analiticos de resolu-
cién de redes que tienen como ventaja permitir una
visualizacion fisica de los aspectos hidrdulicos de los
sistemas de tuberias; indicando a su vez que dichas
metodologias se basan en el trazado de las curvas de
operacion hidraulica de los elementos constitutivos
de la red; y la combinacién de estas para la obtencién
de los caudales que atraviesan cada tramo de la red.
En [15] se muestra un método denominado Método
Descriptivo basado en el trazado de curvas carac-
teristicas de tramos de una red de tuberias para el
célculo del caudal que atraviesa cada tramo. En [14]
se muestra un método gréfico basado en el concepto
denominado Sistema Equivalente.

En [11] se presenta un software que en particular
permite el andlisis de redes de flujo, mediante la apli-
cacién de métodos graficos, desarrollado para funcio-
nar en plataformas computacionales bajo el sistema
operativo Windows, presentando dificultades en su
instalacién y funcionamiento en versiones distintas
para la que fueron desarrollados. En [20] se muestra
el desarrollo de una herramienta computacional mul-
tiplataforma para la simulacién de la dindmica del
flujo transitorio en procesos de vaciado y llenado de
tanques en redes de flujo; sin la capacidad de resolver
redes de flujo. En [8] se muestra el uso de algunos
software para la resolucién de al menos una red de
flujo; indicdndose en un bajo porcentaje de casos
la resolucién de la misma red empleando métodos
gréficos, y sin realizar comparativa de los resultados
obtenidos usando el software con los obtenidos usan-
do el método gréfico. Es de destacar que el software
més empleado en [8] fue Pipe Flow Expert; y que
la resolucién con el método grafico se hizo sin el
apoyo de graficador computarizado alguno. En [1] se
realiza el andlisis de una red de distribucion de agua
estudiando similitudes y disparidades en los resul-
tados obtenidos mediante la aplicacion del método
de Hardy Cross y el método de Newton Raphson,
observandose diferencias en los resultados arrojados
por cada método atribuidas al enfoque particular de
cada método.
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En el presente trabajo se muestra una comparativa de
los resultados obtenidos mediante el uso del método
grafico descrito en [14] y mediante el uso del méto-
do de Newton-Raphson en la resolucion de redes de
flujo de fluidos. Se persigue determinar si existen di-
ferencias significativas entre los resultados obtenidos,
e indicar si uno de estos dos métodos se constituye
como el mas exacto en casos de estudio reportados
en la bibliografia relacionado con el tema.

2. Bases teoricas

En esta seccidn se presenta un breve resumen de la
teoria que sustenta al presente trabajo. Se inicia con
la presentacién de los conceptos relacionados con el
método grafico para la resolucién de redes de flujo,
tomando como referencia lo plasmado en [14].

Conceptos asociados a las redes de flujo de
fluidos

La ley de conservacién de la masa para un proceso
de flujo incompresible y de régimen permanente en
un tramo de tuberia establece que el caudal Q; que
entra a la tuberia es igual al caudal Q, que sale de la
tuberia; esto es:

0i=0,=0.

Para flujo incompresible y régimen permanente en un
punto denominado nodo, en el que confluyen M + N
tuberias, donde Q; representa un caudal de entrada al
nodo y Qg representa un caudal de salida del nodo,
se tiene:

Z@zZ&. (1)

Sea P la presion, V la magnitud de la velocidad pro-
medio, y z la altura en un punto del tramo de tuberia.
Sea 7y el peso especifico de un fluido a la temperatura
del mismo, y sea g la aceleracion de gravedad. Se
define como disponibilidad H a:

P V2
H=—+z7+—. (2)
Y 2g

Considere un proceso de flujo incompresible y régi-
men permanente a temperatura constante en un tramo
de tuberia donde no existe transferencia de calor ni
se efectua ningun tipo de trabajo. Considere la sec-
cién de entrada 1 y la seccién de salida 2 de dicho
tramo. La ley de conservacion de la energia para este
proceso establece que:

H, = Hi-hfi>. 3)

El término A f), representa la pérdida por friccién en
el tramo de tuberia, el cual se puede calcular mediante
diversas ecuaciones; entre estas, se tiene la ecuacion
de Darcy — Weisbach:

LV?

h p—
fi2 D2g

siendo f el factor de friccidn, L la longitud del tramo,
D el didmetro hidraulico de la tuberia, y el término ‘2/—;
tiene el mismo signficado que en (2). Valores de i f>
para tuberias nuevas de acero comercial catalogado
con la cédula 40 se encuentran tabulados para distin-
tos didmetros de tuberia y para distintos caudales en

[12] cuando el fluido es agua a 15 °C.

Conceptos asociados al método grafico para
resolver redes de flujo de fluidos

La curva de comportamiento de un fluido que atra-
viesa un tramo de tuberia estd formada por los pares
(Q,hf12) para un determinado fluido y un determina-
do tramo de tuberia. La representacion gréfica de esta
curva se hace en el plano Q — H tal como se muestra
en la figura 1.

Dadas dos tuberias que transportan el mismo fluido y
que se acoplan en serie, el arreglo en serie de estas
dos tuberias transportan el mismo caudal. La curva de
comportamiento de este arreglo en serie se determina
sumando las pérdidas de ambas tuberias a caudal
constante (ver figura 2). Esto es vélido para n tuberias
acopladas en serie.

Dadas dos tuberias que transportan el mismo fluido y
que se acoplan en paralelo, cada tuberia del arreglo en
paralelo tienen la misma pérdida por friccién. La cur-
va de comportamiento de este arreglo en paralelo se
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hfiz

Q

Figura 1. Curva de Comportamiento. Fuente: propia.

hfsane

hfzs

hfiz

Figura 2. Curva de Comportamiento arreglo en serie.
Fuente: propia.

determina sumando los caudales de ambas tuberias a
disponibilidad constante (ver figura 3). Esto es vélido
para n tuberias acopladas en paralelo.

Una fuente o sumidero es un reservorio de disponibili-
dad constante para cualquier caudal que se considere.
El acople de una fuente o sumidero a una tuberia
produce una curva de comportamiento con pendiente
positiva o curva de comportamiento con pendiente
negativa en el plano Q — H dependiendo de la rela-
cién que exista entre la disponibilidad de la fuente o
sumidero y la disponibilidad del extremo de la tuberia
no acoplada a la fuente o sumidero. El conjunto de
pares (Q,H) se obtiene mediante la aplicacion de la
ecuacion (3) entre la fuente o sumidero y el extremo
de la tuberia. (ver figura 4).

hfizm)

) hfiz@)

hfgaraieio

Figura 3. Curva de Comportamiento arreglo en
paralelo. Fuente: propia.

_ Hruente* hf12

— — _ Hfuente

7. Hfuente = hfﬂZ

. hfi2

Q

Figura 4. Curva de Comportamiento acople fuente o
sumidero - tuberia. Fuente: propia.

El sistema equivalente consiste en un tinico acople de
una fuente o sumidero a una tuberia que representa
a un conjunto de acoples de fuente o sumidero con
sus respectivas tuberias que confluyen en un punto
comun de empalme. Para determinar el sistema equi-
valente, se asignan distintos valores de disponibilidad
comunes a los acoples de fuente o sumidero con sus
respectivas tuberias, y se realiza la suma algebrai-
ca de los caudales que atraviesan cada tuberia. El
conjunto de pares formados por los resultados de la
sumas algebraicas de caudales calculados y la dispo-
nibilidad correspondiente a dicha suma, representan
la curva de comportamiento del sistema equivalente.
La figura 5 muestra la construccion de la curva del
sistema equivalente que representa el flujo desde un
punto comuin de empalme hacia dos fuentes.

El punto de interseccion entre dos curvas de compor-
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Hruenter+ hif1a

Hruentez+ hfza

Heqgz toentejtuente2)

Huenter- hftia

Figura 5. Curva de Comportamiento de un sistema
equivalente. Fuente: propia.

tamiento de sistema equivalentes tinicos que conflu-
yen en un punto comun, donde uno de los sistemas
equivalentes tiene una curva de comportamiento de
pendiente positiva, y el otro sistema equivalente tiene
una curva de comportamiento de pendiente negati-
va, se denomina punto de trabajo. A partir del punto
de trabajo, es posible determinar los caudales que
atraviesan cada tramo de tuberia que conformé a su
vez cada sistema equivalente. El método gréifico para
resolver redes de flujo consiste en la determinacion
de caudales a partir del punto de trabajo que surge de
la interseccién de las curvas de sistemas equivalen-
tes con pendientes distintas. Los caudales calculados
deben satisfacer la ecuacion (1) en cada nodo de la
red, y deben satisfacer la ecuacién (3) en cada tramo.
La figura 6 muestra el calculo de los caudales que
atraviesan los tramos de una red a través del método
gréfico.

Trazador cubico (Spline cubico). Geogebra

En [16] se establece que dados N + 1 puntos (xo, o),
(X1,¥1)5e-»(Xn, yn) cuyas abscisas estdn ordenadas de
manera creciente en el intervalo [xy, x,] definen una
funcién S(x) denominada trazador ctibico para dichos
puntos si existen N polinomios cubicos Sy (x) que
pueden ser escritos en términos de coeficientes sy g ,
Sk,1 5> Sk,2 Y Sk,3 COMO:

H3(1-3)

Hﬁ(lﬁrent‘

Qaa Q13 Q]S

Figura 6. Calculo de caudales usando el método
gréfico. Fuente: propia.

S(x) = Sk(x) = Sk,0+ Sk,1 (x —xk) +
Sk2(x— X))+ Sk3(x— x)?
para x € [xg,x¢41] y k=0,1,...,N — 1 que verifican
las siguientes propiedades:

L. S(xx) = yx parak=0,1,...,N.

IL S (xk+1) = Skt1 (k1) parak =0,1,... ,N =2
ML S; (x¢41) = Sy (Xk41) parak =0,1,...,N -2
IV. SZ(ka) :SZ+1(xk+1) parak: 0, 1,.. . ,N—2

S(x) es un polinomio cibico a trozos que interpola los
datos, que tiene primera y segunda derivada continua.
Un trazador cuibico es también conocido como spline
cubico.

En [13] se emplea el spline cibico para el trazado
de la curva de comportamiento de una bomba centri-
fuga de tipo axial, y para el trazado de la curva de
comportamiento de un arreglo de bombas centrifugas
acopladas en paralelo, concluyéndose que el spline
cubico trazado en cada caso correlaciona los datos
eficientemente y efectivamente sin importar que tan
aleatorio parezca el conjunto de puntos dado; pu-
diéndose identificar a partir del spline ctibico trazado
las zonas donde no se recomienda la operacién de las
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bombas dadas y con esto evitar excesivo consumo de
potencia y/o dafio a las bombas.

En el marco del empleo del método grafico para la
resolucién de redes de flujo, para la representacion
gréafica de una curva de comportamiento de un deter-
minado fluido que atraviesa una tuberia en el plano
QO — H pueden emplearse distintos polinomios de in-
terpolacion. En los casos de estudio correspondientes
a este trabajo, se emplea el spline cibico para el tra-
zado de dichas curvas. Dicho trazado se hace con
el apoyo del software Geogebra. En [2] se indica
que Geogebra es un software libre de matematica
dindmica, que se encuentra disponible en multiples
plataformas. GeoGebra permite el trazado dindmico
de construcciones geométricas, asi como la represen-
tacion gréfica, el tratamiento algebraico y el cdlculo
de funciones reales de variable real. En [19] se sefiala
que Geogebra se considera un Software de Geometria
Dindmica, en virtud que estd orientado al andlisis de
problemas geométricos combinando 4lgebra y geo-
metria, vinculando descripciones y vistas algebraicas
con geométricas. En [3] se muestra que es posible
el trazado de un spline ciibico mediante el uso de
Geogebra. Geogebra también puede usarse para las
sumas algebraicas que se hacen en forma grafica para
la determinacion de los sistemas equivalentes que
permiten la determinacién del punto de operacién y
el posterior cdlculo de caudales.

Método de Newton Raphson para la solucion
de sistemas de ecuaciones no lineales. Pipe
Flow Expert

En [16] se establece que el método de Newton- Raph-
son para sistemas de ecuaciones no lineales es una
generalizacién del método de Newton-Raphson para
una ecuacién no lineal de una variable. Si se con-
sidera el sistema de n ecuaciones no lineales con n
incognitas x1,x,. . . X!

F(x1,x2,...

(i(X), 2(X),. .., fu(X)=(0,0,...,0).

Considerando Jx, /' como la matriz jacobiana de F
en el punto X;, la aproximacién X;,; a la solucién

del sistema de ecuaciones dado se obtiene mediante
el proceso iterativo de punto fijo definido por:

X1 = X[ F]'F (Xe).

En [21] se indica que el método de solucién que
emplea el software Pipe Flow Expert para resolver
el sistema de ecuaciones no lineales que surgen de
modelar la red de flujo a resolver es el método de
Newton-Raphson, determinando caudales en cada
tramo y presiones en cada nodo de dicha red. En [5]
se sefala que Pipe Flow Expert permite el disefio
de sistemas hidraulicos y permite, ademads de otros
pardmetros, el cdlculo de caudales que atraviesa el
fluido en cada tramo de tuberia que conforma dicho
sistema. En los casos de estudio correspondientes
a este trabajo, se emplea Pipe Flow Expert para el
célculo de caudales a través del uso del método de
Newton Raphson.

3. Metodologia empleada y resultados
obtenidos

Se sigue la metodologia llevada a cabo en [5] que
consiste en resolver tres (03) redes de flujo distintas
cuyos resultados estin reportados en [23], primera-
mente empleando el método grafico con el apoyo de
la herramienta computacional multiplataforma Geo-
gebra; y posteriormente el calculo de la solucién de
la red mediante el método de Newton-Raphson em-
pleando el software Pipe Flow Expert. La representa-
cién gréfica de las curvas de comportamiento de los
tramos corresponde a un spline cuibico que se realiza
empleando el comando spline provisto por Geogebra
y descrito en [10]. Se calcula el error relativo respecto
del valor reportado en la bibliografia para cada cau-
dal, se realiza la suma de los cuadrados de los errores
tanto para el método grafico como para el método de
Newton-Raphson, y se hace la comparativa de estos
resultados. A partir de los resultados obtenidos se
establece si un método en particular se constituye
como el mds exacto en las tres redes resueltas.

Casos de estudio

Caso de estudio 1: Se considera una red compues-
ta por tres fuentes conectadas en un unico nodo a
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Figura 7. Caso de estudio 1. Fuente: propia.

través de tuberias de las cuales se da la informacién
correspondiente a didmetros y longitudes. Esta red
corresponde al problema 2.4. enunciado en [23]. Su
esquema representado en el software Pipe Flow Ex-
pert se muestra en la figura 7.

Caso de estudio 2: Se considera una red compues-
ta por cuatro fuentes conectadas en un tinico nodo
a través de tuberias de las cuales se da la informa-
cién correspondiente a didmetros y longitudes. Esta
red corresponde al problema 1.2. enunciado en [23].
Su esquema representado en el software Pipe Flow
Expert se muestra en la figura 8.

Caso de estudio 3: Se considera una red compuesta
por cuatro fuentes; dos de estas conectadas en un
primer nodo a través de tuberias; las dos restantes
conectadas en un segundo nodo a través de tuberias;
y el primer nodo conectado al segundo nodo por una
Unica tuberia; lo que hace que la red este constituida
por cinco tuberias. Para todas las tuberias se da la
informacién correspondiente a pérdidas por friccién
en cada tuberia. Esta red corresponde al problema
4.16. enunciado en [23]. Su esquema representado en
el software Pipe Flow Expert se muestra en la figura
9.

Las Tablas 1, 2 y 3 muestran los resultados obtenidos
en cada caso. Los valores Q; representan las mag-
nitudes de los caudales calculados. La columna RB

representa el valor reportado en la bibliografia pa-
ra el caudal calculado, la columna R1 representa el
resultado obtenido mediante el empleo del método
de Newton Raphson, la columna R2 representa el
resultado obtenido mediante el empleo del método
gréifico, la columna ER1 representa el error relativo
en tanto por ciento obtenido con el empleo del méto-
do de Newton Raphson, y la columna ER2 representa
el error relativo en tanto por ciento obtenido con el
empleo del método Grifico.

Tabla 1: Resultados obtenidos en el caso 1.

Caudal RB R1 R2 ER1 ER2
Q; 79.00 79.21 79.17 027 0.22
0, 633 654 684 332 8.13
03 85.33 8576 86.02 0.50 0.81
Tabla 2: Resultados obtenidos en el caso 2.
Caudal RB R1 R2 ER1 ER2
0, 37.67 37.85 37.57 048 0.27
0, 4833 48.61 4839 0.58 0.13
03 62.67 6329 6296 099 046
Q4 7333 74.05 73.78 098 0.61
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Figura 8. Caso de estudio 2. Fuente: propia.

Tabla 3: Resultados obtenidos en el caso 3.

Caudal RB R1 R2 ER1 ER2
Q; 121.67 121.87 122.17 0.16 041
0> 130.00 128.42 12848 1.22 1.17
03 6.33 6.55 6.31 3.48 033
Q4 351.67 351.11 351.55 0.16 0.03
Qs 221.67 222.69 22296 0.46 0.58

Para cada caso se calcularon la suma de los cuadra-
dos de los errores relativos en cada método. Los re-
sultados se presentan en la Tabla 4. La columna S1
representa el resultado obtenido para el método de
Newton Raphson y la columna S2 representa el resul-
tado obtenido para el método gréfico.

Tabla 4: Suma de los cuadrados de los errores para
cada método en cada caso.

Caso S1 S2

1 11.33 66.80
2 251 0.68
3 1382 198

Discusion de resultados

De lo reflejado en los resultados obtenidos, se
observa que:

- En todos los casos estudiados, no hay igualdad
absoluta en los errores relativos obtenidos en cada

método empleado (Método de Newton-Raphson y
Método Gréfico) para cada caudal calculado. Este
resultado es similar al obtenido en [1].

- Los errores relativos para cada caudal calculado
son menores al 4% cuando se emplea el método
de Newton Raphson en la resolucion de cada red.
Para el caso 1, dos de los tres resultados obtuvieron
errores por debajo del 1 %; para el caso 2, cuatro de
los cuatro caudales obtuvieron errores por debajo del
1%; y para el caso 3, tres de los cinco resultados
obtuvieron errores por debajo del 1 %.

- Los errores relativos para cada caudal calculado son
menores al 8 % cuando se emplea el Método Gréfico.
Para el caso 1, dos de los tres resultados obtuvieron
errores por debajo del 1 %; para el caso 2, cuatro de
los cuatro caudales obtuvieron errores por debajo del
1%; y para el caso 3, cuatro de los cinco resultados
obtuvieron errores por debajo del 1 %.

- En dos de los tres casos estudiados, el menor valor
de suma de los cuadrados de los errores se obtienen
cuando se emplea la herramienta el Método Griéfico.
- Solo en el caso 2, en la totalidad de los caudales
calculados tanto el Método de Newton Raphson
como con el Método Grafico, los errores relativos
son menores al 1%. Para el caso 1 y para el caso
3 existe al menos un caudal para el cual el error
relativo difiere en forma significativa entre el valor
determinado con un método en comparacién con el
otro.
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Figura 9. Caso de estudio 3. Fuente: propia.

Los resultados obtenidos muestran la efectividad
del método grafico mediante el empleo de un spline
cubico trazado con el apoyo del software Geogebra
aplicado al célculo de caudales en una red de flujo
de fluidos, problema de mayor complejidad que el
correspondiente al trazado de una curva de comporta-
miento de una bomba o de un arreglo de bombas que
fue reportado en [13]. Adicionalmente, los resultados
confirman la efectividad del método de Newton —
Raphson implementado a través del software Pipe
Flow Expert para el célculo de caudales en una
red de flujo coincidente con lo sefalado en [21] y
mostrdndose ademds que los valores obtenidos a
través de este método son cercanos a los reportados
en la bibliografia, lo que es concordante con lo
obtenido en [5].

4. Conclusiones

En los casos presentados, se visualiza que las solu-
ciones provenientes de los métodos empleados para
la solucién de las redes de flujo de fluidos correspon-
dientes presentan diferencias que pudiesen ser signi-
ficativas. En la mayorfa de los caudales calculados en
cada caso de estudio, los errores relativos calculados
estdn por debajo del 1 %. A partir de la cantidad de
caudales calculados en cada caso cuyo error relativo

es superior al 1% y a partir del calculo de la suma
de los cuadrados de los errores de cada método en
cada uno de los casos de estudio, se concluye que
el método que ofrece resultados més cercanos a los
reportados en la bibliografia es el método gréfico.
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Resumen

Este articulo divulgativo presenta cuatro problemas conocidos: una aproximacion griega a la
raiz cuadrada de dos, la sucesion de Fibonacci, el problema de la ruina y las Torres de Handi.
Su formulacién matematica conduce al estudio de una ecuacién de recurrencia. Se introduce
una revision del método de resolucion de ecuaciones de recurrencia lineal de segundo orden
basado en el estudio del nucleo del operador de retardo lineal y, posteriormente, se aplica
este método en la resolucion de estas cuatro ecuaciones.

Palabras Clave: Aproximacion a raiz cuadrada de dos, ecuaciones recurrentes, operador de
retardo, problema de la ruina, sucesion de Fibonacci, torres de Hanoi.

Four difference equations you should know

Abstract

This informative article presents four well-known problems: a Greek approximation to the
square root of two, the Fibonacci sequence, the ruin problem, and the Towers of Handi. lts
mathematical formulation leads to the study of a recurrence equation. A review of the method
for solving second-order linear recurrence equations based on the study of the kernel of the
linear delay operator is introduced, and this method is then applied to the solution of these four
equations.

Keywords: Approximation to square root two, Fibonacci sequence, recurrent equations, ruin
problem, shift operator, towers of Hanoi.
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1. Introduccion

En este articulo se aborda el tema de las “Relaciones
de recurrencia”, este es un topico de suma importan-
cia en la ensefianza de la teoria de la computacion,
en particular en cursos de matematicas discretas y
en el anélisis de algoritmo [1]. Relaciones recurren-
tes (RR) aparecen en matematicas historicamente en
distinto periodos, como queda de manifiesto en los
cuatro ejemplos estudiados: una aproximacion de los
griegos a la raiz de dos (380 a 385 a. C.) ver [7], la
sucesion de Fibonacci (en el Liber Abacci en 1202)
ver [3], el problema de la ruina (en 1657) ver [5] y
las torres de Handi (en 1883) ver [3].

Generalmente, una relacién recurrente, ecuacion en
recurrencia o recurrencia es una sucesion {f,} que
satisface

fn :H(fn—lw"afnfk)

cuando H es una funcién lineal la recurrencia es li-
neal en otro caso no lineal. Los primeros k — 1 valores
se conocen como condiciones iniciales. Resolver una
relacion de recurrencia significa expresar f,, en forma
cerrada en funcion de n y (en caso de necesidad) de
las condiciones iniciales. Se describe brevemente al-
gunas de las técnicas de resolucion para el caso lineal

homogéneo y no homogéneo!,

Yn = alfn—l + - '+akfn7k —|—g(l’l)

Una de las primeras formas de resolucién de RR linea-
les es el método de sustitucion. Este método requiere
intuir la forma de la solucién segun las condiciones
iniciales. A partir de la introduccién de la técnica de
demostracién por induccién completa, este método
de tipo empirico se puede formalizar al garantizar
que la solucién obtenida para el entero n es verdadera
para todo n > ng. ( [4], pag. 19). Para aplicar este
método se requieren amplios conocimientos, ingenio
y experiencia.

El método de iteracidn consiste en expandir la recu-
rrencia, paso a paso, aplicadndola a s{ misma. Asi, la
RR se convierte en suma (a veces producto) de térmi-
nos que dependen solo de n y las condiciones inicia-
les. Posteriormente, se utilizan técnicas para evaluar
sumas, [4], [6] para obtener la solucién. A menudo

ICuando g(n) = 0 la ecuacién es homogénea en otro caso no
homogénea.

se obtienen sumas de términos de series aritméticas o
geométricas y se deben conocer las férmulas corres-
pondientes.

Meétodos generales para la solucién de una ecuacién
en recurrencia, consisten principalmente en: funcio-
nes generatrices, asociacién de polinomio caracteristi-
co, operadores aniquiladores. El estudio general de
RR empez6 en 1718 con Abraham DeMoivre, este
resolvid la relacion de recurrencia de Fibonacci utili-
zando la funcién generadora. Leonhard Euler ampli6
la técnica en su estudio de las particiones de nimeros
enteros en 1748. Posteriormente, las funciones gene-
radoras se desarrollaron atin mas al combinarse con
la teoria de la probabilidad, y surgi6 la funcién gene-
radora de momentos, presentada por Pierre-Simon de
Laplace en 1812, ver [2], [3].

En este trabajo, se presenta un método general para
la resolucién de ecuaciones recurrentes lineales de
segundo orden homogéneas y no homogéneas al rela-
cionar su solucién con la determinacion del nicleo
de un operador. Este operador se define como un
polinomio de segundo grado evaluado en el opera-
dor de retardo. Este método cae dentro del marco de
operadores aniquiladores, este método utiliza elemen-
tos del dlgebra lineal. La ventaja desde un punto de
vista didéctico de este enfoque, es autocontenido y
riguroso.

En la seccién 2, introducimos algunos preliminares
tedricos, en particular resolvemos la ecuacién recu-
rrente lineal de segundo orden homogénea. En el caso
no homogéneo la inversién de operadores de la for-
ma I — AT permite la construccién de una solucién
particular. La solucién general se obtiene al sumar
esta solucién particular con la solucién homogénea.

En la Seccién 3, aplicamos este método a diversas
ecuaciones en diferencias asociadas con problemas
conocidos, incluyendo:

» Una aproximacidn griega a la raiz cuadrada de
dos.

» La sucesion de Fibonacci.
= El problema de la ruina.

= El problema de las Torres de Handi.
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2. Preliminares teodricos

Introducimos algunas definiciones necesarias para
abordar la temadtica.

Definicion 1 Sea . = {f : N — R} = {{fu};,
el espacio vectorial de todas las sucesiones reales,
dotado de las operaciones usuales de suma y multi-
plicacion por escalar.

Definicion 2 Definimos el operador de retardo T :
L — £ mediante T (f,) = fut1-

Equivalentemente, si representamos la sucesion como

=, 1, f3,-..), entonces:
T(f1,f2,f3,--) = (f2, 3, fa,---)-

Observacion 1 El operador T es lineal, es decir, pa-
ra cualesquiera f,g € £y A € R:

T(f+8)=T(f)+T(g)
T(Af)=AT(f).

2.1 Ecuacion recurrente lineal de primer or-
den no homogénea

Una ecuacion recurrente lineal de primer orden no
homogénea se define por

fn+1 = )Lfn‘Fb

para A,b € R, A # 0. Observemos que si definimos
T (x) = Ax+ b la solucién se encuentra al resolver el
problema de punto fijo x = T'(x) la cual en este caso

_ b :
es X = 1=y, ver Figura 1.

Para esta ecuacidn no es dificil demostrar utilizando
el principio de induccién que

n—1
j=0

y como Z?;é?t-" =(1—A")/(1—A) se tiene que la
solucidn de la ecuacion esta dada por

1-A"
1-2
como se observa grificamente en la Figura 1, las

composiciones sucesivas convergen al punto fijo, para
A <1

fn :A'nf0+b

b

lim f, = ——.
im f, -

n—oo

4 =
y
"(T(T(T(T(x0))))) ¢ )
T(X()) **‘ -
_%/2 350 2 4
—21
4+

Figura 1. Representacion gréfica de la ecuacion de
punto fijo. Fuente: propia.

2.2 Ecuacion recurrente lineal de segundo
orden

Considere una ecuacién recurrente lineal de segundo
orden definida por:

afpp1 +bfut+cfp1=0, n>2

para hallar su solucién introducimos algunas defini-
ciones previas.

Esta ecuacién puede reescribirse en términos del ope-
rador T como:

(aT*+bT +cI)f, 1 =0

donde T? = T o T es la composicién de T consigo
mismo e / es el operador identidad.

Definicién 3 El niicleo del operador aT? + bT + cI
es el conjunto:

N(aT?+bT +cl) ={f € L : (aT* +bT +cl)f =0}

que corresponde exactamente al conjunto de solucio-
nes de la ecuacion recurrente.

El polinomio caracteristico asociado a la ecuacion es
P(A) =aA®+bA +c.

Supongamos que P(A) tiene raices reales A; y A,
(que pueden ser iguales). Entonces podemos factori-
zar el operador como:

aT? +bT +cl = a(T — MI)(T — Aal).
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Teorema 1 (Kreider [9]) Sean Li,...,L; operado-
res lineales en ./ tales que, LioL; = L;joL;, pa-
ratodoi,j=1,....kyL=Lyo...oL; entonces si
fENL paraalgini=1,... kentonces f € Ny.

Demostracion: Se tiene conmutando sucesivamente
los operadores que,

L(f) =
= L]O--

Lio---Li—yoL;---oL(f)
'L,‘_] OLi+1 ~--OLkOLi<f) =0.

Observacion 2 El teorema anterior permite un abor-
dar el estudio para ecuaciones recurrentes de cual-
quier orden. Es vdlido para el operador derivada lo
que permite el estudio de ecuaciones diferenciales
lineales. Ademds, implica que @*_, Ny, = Ny, donde
el simbolo @ indica suma directa de subespacios,
esto significa suma de subespacios cuyo elemento
comiin es el vector cero.

Como una consecuencia del teorema anterior nos bas-
ta estudiar por separado los niicleos de los operadores
T — A, estos corresponden a ecuaciones recurrentes
lineales de primer orden con b = 0 como las que estu-
diamos en la seccién 2.1. Consideremos el caso con
raices distintas.

Teorema 2 Si A # A, entonces:

N(aT? +bT +cI)
= {fe: fu1 =AM +BA" A BER.}

Demostracion: Dado que los operadores conmutan
(T —=MI)(T —AI) = (T — A1) (T — A1), tenemos:
N(aT? +bT +cI)
= N{(T—-MI)(T —AI))
= N(T—-MI)+N(T—XI).

La suma es directa cuando A; # A;. Por lo tanto,
cualquier solucién es combinacidn lineal de las solu-
ciones bdsicas A{' y AJ'. El siguiente teorema estudia
el caso de raices repetidas.

Teorema 3 Si A; = A, = A, entonces:

N(aT?+bT +cI)
= {f€L: fui1 = (AA"+BnA",A,B € R}.

Demostracion: Cuando hay una raiz doble, el ope-
rador se factoriza como a(T — AI)?. Ademés de la
solucién A", se puede verificar que nA" también es

solucién. Estas dos soluciones son linealmente inde-
pendientes y generan el espacio de soluciones.

De esta forma hemos encontrado como se expresan
las soluciones a este tipo de ecuacién recurrente.

2.3 Ecuacion recurrente lineal de segundo
orden no homogénea

Consideramos la ecuacidn recurrente con término no
lineal

afps1 +ofu+cfuo1 = gn,

escrita en términos del operador de retardo, asi la
ecuaciodn anterior es equivalente a

(aT? +bT +cD)(f)n1 = gn

esto significa que g, pertenece a la imagen del ope-
rador (aT? +bT + cI) por lo tanto una preimagen de
gn, €s decir, una solucién particular de la recurrencia
se obtiene al factorizar

(aT*+bT +cI) = a(T — MI) o (T — A1)
e invertir cada factor del operador

Sy = (T =MD o (T = D)™ (1/a)ga):

Observacion 3 La inversion de operadores de la for-
ma (7 — AI) puede realizarse mediante series de po-
tencias bajo ciertas condiciones. Note que

1
T—A=-21 <I—/,LT),

y formalmente,

(T -0 :—;L;(iT)/?

siempre que la serie converja. Lo que permite en
algunos casos tener una expresion explicita de {fF'}.

Sea f una solucién de la ecuacién

afus1+bfut+cfu1=gn

entonces (aT? +bT +cl)(f — fF) = 0, implica que
f—fP € N(aT? 4 bT + cI) concluimos que la solu-
cién general para la ecuacién en recurrencia esta dada

por f 4 fF.
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2.4 Estabilidad de las Soluciones

Estudiamos condiciones para que las soluciones de
ecuaciones recurrentes tengan un comportamiento
estable en el infinito.

Definicion 4 Una solucion {f,} de la ecuacion re-
currente se dice estable si lim,, .. f,, = 0.

Teorema 4 Para la ecuacion recurrente afyyi +
bfn+cfun1=0:

1. Si|M| <1y |l <1, todas las soluciones son
estables.

2. Si |M| > 10 |A| > 1, existen soluciones no
acotadas.

3. Si|M| =10 |A&| =1, las soluciones pueden
ser acotadas pero no necesariamente conver-
gentes.

En algunos casos las ecuaciones en recurrencia estan
asociadas al célculo del cardinal de un conjunto finito,
por lo tanto el comportamiento en infinito deja de
tener sentido. Aunque las series pueden ser usadas
formalmente para obtener los cardinales de ciertos
conjuntos.

3. Aplicaciones

A continuacién se presenta la aplicacion de la meto-
dologia descrita anteriormente a los problemas con-
cretos cuya resolucién queremos mostrar.

3.1 Aproximacion Pitagorica a raiz de dos

Los antiguos griegos desarrollaron un ingenioso
método para aproximar nimeros inconmensurables,
un concepto que, en el lenguaje matematico moderno,
nos conduce a las recurrencias lineales. Para el caso
especifico de la raiz cuadrada de dos, propusieron las
siguientes relaciones de recurrencia:

"y = ap+by,
- bn+1 = 2a, + by,

donde n > 0, ag = 1, by = 1. Este sistema permite
generar una sucesion de valores que se aproximan
cada vez mas al valor real de la raiz de dos,

ani2 = 2ap41 +ay

con apg =1y a; = 1. Al resolver esta recurrencia
observamos que el polinomio asociado es A2 —24 — 1
el cual tiene raices A; = 1 +v2y A =1—+v2de
donde la solucidn se expresa

an = Ci(1+V2)"+Co(1 —V2)"

al sustituir las condiciones iniciales ag =1y a; =1
se tiene que C; = C, = 1/2 asi

an:%[(1+\f2)”+(1—\/§)”

al dividir la recursion a,+1 = a, + b, entre a, se ob-
tiene

by _ Ony1

an an

(1—1—\5)”“—}-(1—&)"“ B
(14+v2) + (1-V2)"

y cuando 7 va a infinito la expresion converge a (1 +
\ﬁ) —1 =+/2, 1a solucién es estable.

Si calculamos los cuatro primeros términos de la su-
cesion de racionales by /fa; =2, by /ay = 4/3 ~ 1,33,
bs/az =10/7 ~ 1,42. Finalmente, by /as =24 /17 ~
1,4118 que aproxima /2 con un error de 1072,

3.2 La sucesion de Fibonacci

Leonardo de Pisa, un destacado matematico italiano
del siglo XIII, mas conocido como Fibonacci, nos
presentd un fascinante problema relacionado con la
cria de conejos, lo introdujo en el Liber Abacci en
1202.

Imagina un hombre que tiene una tnica pareja de co-
nejos en un espacio cerrado. La pregunta es: ;Cudntas
parejas de conejos se producirdn a partir de esta pa-
reja inicial en el transcurso de un afio, sabiendo que
cada nueva pareja es capaz de reproducirse al segun-
do mes de vida, dando a luz a otra pareja cada mes?

Este intrigante problema dio origen a lo que hoy co-
nocemos como la sucesién de Fibonacci, un concepto
fundamental en las matematicas con aplicaciones en
diversos campos.

Denotamos por f; el niimero de conejos procreados
por mes. Tenemos que el problema puede ser expre-
sado matematicamente por las ecuaciones:

fo=Lfi=1lyfi=fi-1+[fi-2,
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al usar la metodologia de la seccién 2, el polinomio
asociado es A2 — A — 1 cuyas raices son

A= (1—-v5)/2, (1+5)/2.

Esto nos lleva a la solucidn,

I 143 j+1 -5 j+1
f*‘;? 2 B 2

3.3 El problema de la ruina

Imagina a Carlos y Nelson, dos jugadores enzarzados
en una serie de partidas. Carlos tiene una probabili-
dad p de ganar, mientras que Nelson gana con una
probabilidad g. Cada juego es independiente del ante-
rior. Por cada partida, el perdedor le paga una moneda
al ganador.

Carlos inicia con un capital de A monedas y Nelson
con B monedas. El juego continda hasta que uno de
los dos se queda sin dinero, es decir, jSe arruina! La
pregunta clave aqui es: ;Cual es la probabilidad de
que Carlos se arruine?

Este es un enigma clésico, debatido por figuras
histéricas como Fermat y Pascal, y resuelto de forma
magistral por Montmort. Se le conoce popularmente
como el problema de la ruina del jugador. Para nues-
tra solucién, nos basaremos en la presentacién del
libro [2]. jVamos a resolverlo!

Para1 < j<C—1conC=A+B,sea f; la probabi-
lidad de que Carlos este arruinado, su capital después
de una cantidad de juegos sea 0, dado que su capital
era j. La solucién del problema se reduce a encontrar

fa.

Se puede demostrar que,

fi=pfini+t(1=p)fi-1, 1<j<C—1

con las condiciones de frontera, fo = 1y fc = 0. Por
la metodologia introducida en la seccién 2 tenemos
que el polinomio asociado tiene raices

14++/1—4p(p—1 1—/1T—4p(p—1
A= 2f@ ) 2o p(p—1)

2p

asf la solucién es f; = C1/'L]j + Czlzj.

Resolvemos el problema completamente cuando p =
1/2 entonces A; = A, = 1 asf la solucién es

fi=C+jG

donde fy =1 implicaC; =1y fc =1 implica C; =
—1/(A+ B) de donde

si B — oo entonces la probabilidad de ruina es 1, la
solucién es estable. Este es el caso cuando un jugador
se enfrenta contra una casa de juego y su capital es
infimo comparado con el que usualmente tienen estas

casas.

3.4 Recurencia de las torres de Hanoi

Las Torres de Handi es un cldsico rompecabezas ma-
temdtico inventado en 1883 por el matemdtico francés
Edouard Lucas. Este juego de mesa individual consis-
te en una serie de discos perforados de radio creciente,
apilados en uno de los tres postes fijados a un tablero.

El objetivo del juego es trasladar toda la pila a otro
poste, siguiendo una regla fundamental: nunca se
puede colocar un disco més grande encima de uno
mas pequefio.

El niimero minimo de movimientos necesarios para n
discos se determina al resolver la siguiente ecuacion
de recurrencia f;, = 2f,_1 + 1 primero la solucién de
la ecuacion homogénea f, =2f, 1 es f7 =2"fy y pa-
ra fo = 1 tenemos 7 = 2", La ecuacién homogénea
es equivalente a

1 1
Efn _fnfl = 57

y en forma de operador tenemos

entonces f2 | = (I — %T)f1 (—1) pero

(2r)

fo=fil 1 =2"—1.
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Resumen

En este trabajo se considera dar soluciones a sistemas de ecuaciones lineales complejos
simétricos no-hermitianos provenientes de discretizar la ecuacion de Helmholtz 1D por el
método de elementos finitos Local Discontinuous Galerkin (LDG). Se da una descripcion del
problema modelo y se presenta la metodologia clasica de LDG para obtener un sistema de
dos ecuaciones en diferencia. Para dar solucion de manera rapida y eficaz a estos sistemas
se propone una metodologia en la que se comparan dos métodos tipo Krylov para sistemas
de ecuaciones complejos simétricos. Finalmente se exponen los resultados de las pruebas
numeéricas realizadas.

Palabras Clave: Ecuacion de Helmholtz, Galerkin discontinuo local, método COCR, método
QMR, subespacios de Krylov.

Solution of symmetric complex linear systems
from discretizing the equation of Helmholtz 1D

Abstract

In this work, it is considered to give solutions to symmetric complex linear systems of non-
Hermitian equations from discretizing the Helmholtz 1D equation by the Local Discontinuous
Galerkin (LDG) finite element method. We have a description of the model problem and we
present the LDG classic methodology to obtain a system of two difference equations. To
provide a quick and effective solution to these systems, a methodology is proposed in which
two Krylov-type methods are compared for complex symmetric equation systems. Finally, the
results of the numerical tests carried out are exposed.

Keywords: COCR method, Helmholtz equation, Krylov subspaces, local discontinuous
Galerkin, QMR method.
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1. Introduccion

La ecuacion de Helmholtz es un modelo matemdtico
que describe el comportamiento de ondas eldsticas,
electromagnéticas y actsticas, la cual puede ser obte-
nida en muchas otras 4reas de las Ciencias Bésicas
e Ingenieria. Sin embargo, resulta habitual que en
la mayoria de los casos (2D, 3D con frontera irregu-
lar y/o no acotada) no se puedan obtener soluciones
analiticas de este tipo de problemas. Debido a esto, en
la préctica, resulta necesario usar métodos numéricos
para dar aproximaciones numéricas de la solucién.
También es sabido que la solucién exacta y la cali-
dad de las aproximaciones numéricas dependen de
un pardmetro denominado nimero de onda k.

Hoy en dia, existen muchos métodos que ayudan a
estimar la solucién a estos problemas. Estos métodos
son: Diferencias Finitas, Elementos Finitos, Elemen-
tos de Contorno, Volumenes Finitos, Elementos Fi-
nitos Galerkin Discontinuo, Elementos Espectrales,
métodos sin mallas, métodos miméticos, entre otros.

La finalidad de este trabajo, es el estudio del método
COCR (Conjugate A-Orthogonal Conjugate Resi-
dual, [42]), que es una extension del método CR
(Conjugate Residual, [40]) para sistemas lineales
complejos simétricos. Se busca aproximar la solucién
numérica del sistema lineal resultante, luego de dis-
cretizar la ecuacion de Helmholtz 1D por el método
LDG (Local Discontinuous Galerkin, [17,18,20]) que
es un caso particular dentro de los métodos de DG
(Discontinuous Galerkin, [2,3,6,41,44]). Ademas, se
utiliza el método QMR (Quasi Minimal Residual) pa-
ra comparar los resultados de convergencia y tiempo
de ejecucién ya que son mas eficientes que los méto-
dos tipo gradiente conjugado, [7,29] y los métodos
iterativos evaluados en los nimeros reales para resol-
ver sistemas lineales simétricos complejos, [4,21].

Es de destacar que el método COCR ha sido utili-
zado para resolver ecuaciones de propagacién de
ondas acusticas y electromagnetica cuando se uti-
lizan diversos métodos, como lo son: diferencias fi-
nitas, elementos finitos y en muchos casos se com-
binan con metodos de descompocision de dominios
[5,23,27,30-33,36-38,43]. Sin embargo los autores
desconocen de su utilizacién a los sistemas simétricos
complejos obtenidos con el método LDG.

2. Planteamiento del Problema

El estudio de dispersion de ondas actsticas en una
dimensién conlleva al estudio y férmulacion de un
problema de contorno basado en una ecuacion dife-
rencial ordinaria la cual es conocida como la ecuacién
de Helmholtz:

p'+kp=0 (1)

donde p es la presion de la onda acustica y & es el
nimero de onda.

El caso que nos compete se refiere a una onda de
presién (incidente) que choca con una pared infini-
ta o plano. Dicha presion viene dada por la ecua-
cion: pic(x,1) = ee™™ = p;..(x)e~™", donde k es
el nimero de onda y w la frecuencia. Por ser este un
problema de dispersion de ondas en dominios exterio-
res, es necesario imponer una condicién de contorno
en el infinito del tipo Sommerfeld, vea [22]. A este
efecto el plano modela una pared rigida localizada
en x = 0. Después de descomponer la presion como:
P(x) = Pinc(x) + psc(x), el problema con valores en la
frontera que satisface la presion de dispersion py(x)
se reduce a:

P+ kpe =0, 0<x<l,
526(0) = ik (2)
B5C(1) — ikpge(1) = 0

La segunda y tercera ecuacién de (2) son la condi-
cién de pared rigida, y la ya mencionada Condicion
de Sommerfeld. La solucién al problema con valores
en la frontera descrito por (2), es la onda estacionaria
Dse(x) = ¢** . La utilizacién de este enfoque unidi-
mensional es comtn para comparar métodos y sus
prestaciones. Entre algunos de ellos que se pueden
mencionar se encuentran [9-12, 16]. También se han
utilizado otros métodos de elementos finitos del tipo
Galerkin Discontinuo para resolver la ecuacién de
Helmholtz, como lo son: [1,24-26, 34].

3. Aplicacion del Método Local Galerkin
Discontinuos (LDG)

En el caso que nos compete se considerard la ecua-
cién de Helmholtz homogénea en 1D:

W +Ku=0 en Q. 3)
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Para resolver la ecuacion (3) por el método LDG ( [3]
y [19]), primero es necesario expresar dicha ecua-
cién como un sistema de ecuaciones diferenciales
de primer orden. Para ello, se utiliza la variable au-
xiliar ¢ = u’, obteniéndose el siguiente sistema de
ecuaciones:

g—u' =0, en Q,

qd+kKu=0 en Q. “)
Luego, este sistema es transformado en otro siste-
ma equivalente, pero elemento a elemento. Por ello,
es necesario hacer una discretizaciéon del dominio e
introducir condiciones de frontera entre elementos.

Sean Q" particiones regulares de Q en subdominios
Q; (es decir, Q = JQ; con Q;NQ; = 0 para i # j),
Q=UQ;yI= U N L)), luego la formulacién
del problema (4) quedaria:

q Q;
q/—kk2 =0 en Q

u
Ju =0, en T ©)
[g[]=0, en T
donde el operador de salto [| - |] es definido sobre los

nodos frontera x;, usando los valores a la derecha y
a la izquierda que denotaremos por + y - respectiva-
mente, por lo que [[u|]| =u™—u" y|[lq|]=q¢" —q".

Usando el procedimiento cldsico del LDG en el inter-
valo (x;,xj11), para la primera ecuacién del sistema
(5) obtenemos:

Xj+1
/ (g—u')vdx=0
X

j
e integrando por partes

S qrdx+ [5 wv'dx

Xj

—djrv(X;,) + ﬁ(x;“)v(x;r) =0. (6)

Similarmente para la segunda ecuacién del sistema
(5) e integrando por partes obtenemos:

Xj+1 2
/ (@ +k“u)tdx=0

J

f’;f'“ qt'dx —k? f;;j“ utdx

X

+4;7(x7) = qj117(x;,) =0 (7)

donde los flujos en (6) y (7) son definidos en funcién
de los operadores promedio y salto:

1
{|u]\} = E(U;“—I-Uj_) (promedio)
lujl]] = U;“—Uj_ (salto)

1
{lajl} = (@] +0;) (promedio)
lgjll = ©j —0Q; (salto)

asi, los flujos #; y ¢; vienen dados por:

ij = {lujl} —Cra[[uj]] +Cag;]]
di = {lajl} —Cullu)] +Ciz[lg;]]-

Para el método LDG C», = 0, por lo tanto, solo se
tienen a C1; y C1» como pardmetros del método. De
esta manera, los flujos quedan expresados como:

. 1 - -
dj = U +U;) = Co(U) ~Uf)

1
G = 3@ +0))-Cn(Uf —UD)+Cn(Q] - 0))

con los valores discretos

Ui = lim u(x), U; = lim u(x),
x—ncjr x—>xJ7

0 = Iim g(x) y Q; = lim g(x).
x—x]

Ji )C*))Cj

3.1 Ecuaciones en Diferencia usando Apro-
ximacion Lineal

En esta seccidn, presentamos el procedimiento clasi-
co para obtener las ecuaciones en diferencia expresa-
das en la variable principal U cuando se usan funcio-
nes de prueba y bases lineales para u, g, vy T en el
sistema (6) y (7), véase [13, 15].

Primero, sean las aproximaciones u, = (ijj+ +
— o + —

Pi+1Ujiy Y an = 9,07 + 94105, de uy g res-
pectivamente, con las funciones bases lineales @;
Y @41 definidas en (xj,x;;1). Si usamos las funcio-
nesdeprueba 7, =@;y T, =@ 1en(6)yv; =71,y
vj = @;1 en (7) en conjunto con las aproximaciones
un 'y gn, obtenemos las siguientes ecuaciones:

1 - lr— L hpt o hp—
(3-Cu)Uj +CnUf =30 +307 +50;, =0 ®

Lyt - 1 + L hotoho-  _
U +CnUs = (3+Cn) U +6Q7 30, =0 9
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h h
_ > 2 _
_ C”Uj +(C117k §>U+ k 6Uj+1

+ (2+C12)Q C12Q + = Q,_H (10)

h
(Cn —kzg) - Cnuj

1
+ - + -
+ 500 -Cugy, - (5 —cu) 0}, =0

2+
_k6UJ

an

respectivamente, donde & = x| — x;.

Ahora, resolviendo el sistema de ecuaciones formado
por (8) y (9), se obtiene:

hQ; = (4C12—-2)U; —(4Cia— 1)U}

+ (2C+2)U;, -0+ 1)U, (12)
hQ7 ., = (1-2C2)U; —(2C12 =2)U;f

+  (4Cn+ 1)U, —(4Cn+2)Uf . (13)

Sustituyendo (12) y (13) (con las traslaciones ade-
cuadas) en (10) y (11), se obtiene el sistema de ecua-
ciones en diferencia

AU +BU} | +CU; +DUJ +EU;,

HU; | +EUJ | +GU; +CU; +HU;,

+BUS, =0;  (14)
+AUS, =0; (1)

donde, A =1 —4C12,

B=4C},—2C1» -2,

C = —(16C}, +2+2Cy1h),

D = 16C3, +4Cyp +4+2C1h — 3K*h?,
E =1-4C}, — 1k*h%;

G =16C}, —4C1, +4+2C)1h— 3k°0* y
H =4C}, +2Cpp —2.

Con este par de ecuaciones, (14) y (15), y al utilizar
las condiciones de contorno se genera el sistema de
ecuaciones lineales simétricos no hermitiano a resol-
ver para el caso que se utilice el método de LDG con
funciones de forma lineales.

3.2 Ecuaciones en Diferencia usando Apro-
ximaciones Cuadraticas

Es esta seccion, presentamos un procedimiento simi-
lar al de la seccidn (3.1) para obtener una ecuacion en
diferencia expresada solo en la variable principal U
cuando se usan funciones de prueba y base cuadrati-
cas parau, g, vy T en el sistema formado por (6) y
(7). La diferencia con la seccién (3.1) radica en que

aparecen incorporados nuevos valores (es decir, U il
yO,. 1en la discretizacién, por lo que es necesario
eliminarlos.
Primero, utilizando las funciones de base cuadratica
Pjs @i LY Pjr1y las aproximaciones uj = (ijj+ +
+
¢ 1 U1 + 09Uy qr = 9,07 + 9,101+
P19, de u y g respectivamente. Usando las fun-
ciones de prueba v; = @;, v; = P Y V= Qi
dadas, en (6), se obtienen las siguientes ecuaciones:
(3 —Ci2)U; +CaUf =30, 1+ 3U7,
2 12 3Yj+1 Jj+1
+ _
Jr15Q + 15QJ+— @Qﬁrl =0
2 + ho-  —
§Uj 3U1+1 + EQ' + ﬁQj+% + 1591, =0 017
—sUf + U1 +CU — (3 +Ci) Uf

h H+ _
~300) +{5Qj 1 + 1405, =0

(16)

(18)

Luego, sustituyendo 7; = @;, T; = P 1Y T =i
en la ecuacion (7), obtenemos:
- 220 7+ kl -
—Cnv; +<C11*f)UJ kU, 1+ 30 U/+1
+(3+C12) Q; —C2Qf —3Q;, 1 +6Q7,, =0 (19)
khu+ SkhU _](1275}1[/71
Jjt+
~+ _
+§Q_,- - §Qj+1 =0 (20)
+_ Kh 2kh - +
Lo U] _ﬁUj+%+<Cll )UJ—H nUj,
—aQ,*+%Qj+%—Cle;+1+(clz—z) =021

Con estas seis ecuaciones ((16) a la (21)) se pueden
eliminar los valores U Ly 0 il Por lo tanto, el

sistema resultante puede escribirse en la forma dada
por las ecuaciones (14) y (15), donde,
A = 18(k*h* —20)(4C%, — 1)
B=12(2C12+ 1)(3(1 = C12)k*h* +20(3C15 — 1))
C = —24(18C}, + Ci1h+ 1)k*1?
+240(12C3, +C1h+2)
= —I*h* 4 (24(2C12 +1)(9C1p — 1)
+8(3C 1 h+19))k*h? —240(12C2, +2C12 4 C11h +3)
E = kK*h* +2(36C3, — 19)k?h? +360(1 — 4C2,)
= —3k*n* + (24(2C1 — 1)(9C1 + 1)
+8(3C11h+19))k*h? —240(12C3, — 2C12 4 C1h +3)
= 12(2C15 — 1)(=3(1+C12)k?h? +20(3C15 + 1)).
También, es facil concluir que aunque se aplique el

método LDG de mayor orden se puede obtener esta
estructura.
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4. Métodos utilizados para resolver los
sistemas lineales

4.1 Métodos basados en Subespacios de
Krylov

Los métodos iterativos tipo Krylov, [35], utilizados
para la resolucién de grandes sistemas lineales se
obtienen para adaptarse, en principio, a dos requeri-
mientos basicos, esto es, minimizar una cierta norma
del vector residuo sobre un subespacio de Krylov ge-
nerado por la matriz del sistema y que se traduce en
una convergencia suave sin grandes fluctuaciones y
ofrecer un bajo costo computacional por iteracién sin
exigir alta disponibilidad de almacenaje. Los méto-
dos basados en los subespacios de Krylov, se han
desarrollado para la resolucion de grandes sistemas
de ecuaciones lineales:

Ax=D> (22)
donde la matriz A es no singular y de tipo sparse.
Estos métodos se basan en un proceso de proyec-
cién sobre un subespacio de Krylov que es generado
por vectores de la forma p(A)v. Esto es, se aproxima
A~!b por p(A)v donde p(A) es un polinomio matri-
cial elegido adecuadamente.

4.1.1 Sistemas Lineales Complejos Simétricos

Consideramos sistemas lineales grandes tipo sparse:

Ax=b, AeC"™" con x,beC"

donde A es compleja simétrica pero no-hermitiana,
es decir, A = AT = AH
4.1.2 Subespacios de Krylov

SeaA € C"*" y 0 # b € C". Entonces, llamaremos al
subespacio
Ki(A,b) = (b,Ab,AD,--- ,A*"1b) (23)

subespacio de Krylov de orden k asociado a A y b.

4.2 Método COCR

Sea x, la n—ésima aproximacién de la solucién al
utilizar un método iterativo. Entonces, el n—ésimo

vector residual r, = b — Ax,, y la direccidn de bisque-
da p, para el método COCR vienen dadas por las
siguientes férmulas recurrentes:

Po=To (24)
Fn1— Op_1Apn_1 (25)
I'n *anlpnfla paran=1,2,--- (26)

ro = b—Ax,
r, =

Pn =

Para determinar luego los escalares o,_; y f3,—1 en
las recurrencias (25) y (26), se tienen las siguientes
condiciones de ortogonalidad:

Wy Ap,LW. (27)

Como vemos en (27), es necesario elegir un subespa-
cio W para determinar estos parametros, por lo tanto,
si haciendo el cambio W = AK,,(A, ) y eligiendo las
condiciones de ortogonalidad para el método COCR:

rnlAK,(A, 7)) y  Ap,LAK, (A7) (28)
se presenta el proceso para determinar los escalares
0,1y Bn—1 usando las recurrencias (25) y (26) junto

a las condiciones de ortogonalidad dadas en (28).

Para determinar o,_1, a partir de (25) se sigue que
el producto interno entre A"7g y r,, es calculado de la
siguiente manera:

(A_”}_”(),i‘n) - (14—’17_’07”11—1) - an—l(A_nfo’Ap”_l)'

Ya que A7y € AK,(A,7y), entonces (A"7g,r,) =0
por la condicién (28). Luego, despejando o, 1, nos
queda:

(A"Fo,ry—1)

Oy 11— -——=——"—"—.
" (A"7y,Ap,—1)

(29)

Ahora, para determinar 3,_; a partir de (26) se sigue
que el producto interno entre A7y y Ap, nos queda
de la siguiente manera:

(IA_IIFO;APH) = (IA_HFO;Arn) +Bl’l—1 (Anf()?Apn_l)

Luego, por la condicién (28), (A"7y,Ap,) = 0; as:

ot = (A_”}_”(),Ar,,) - (A_”}_”(),Apn)

= 1= . 30
(A"Fo,Apu_1) " AT, ra1) 30)
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Abhora, notemos que de las recurrencias (24), (25) y

(26), los vectores Ar,~ | y Ap;_i pueden ser reescri-
tos como:

Az € AK, (A, 7o) (31

1 = & 1AMRy+ A7,
] Az € AK, (A, 7o) (32)

P
Pn = GiAtRy+Az,

donde ¢,—1 = (—1)" T3 0.

2>

Entonces, a partir de (31), (32) y de la condicién (28),
podemos reescribir el escalar a,_; como:

(Afnflyrnfl) - (Az_lyrnfl)
(Apn_—l 7Apn—l) - (AZ_27Apn—1)

_ (A’_’nflvrnfl) (33)

(Apn_fl 7Apnfl) '

Similarmente, tenemos que la férmula para 3, | en
(30) viene dada por:

(Apn_fl - AZ_% rn)
(AFy—1 —AZ1,Fu—1)

anl = =0y

Como Az y A7 son A—ortogonal, entonces Azj y
Az son A—ortogonal con r;, esto es, (Az),Ar;) =0

y (AZy,Arj) =0para j=0,1,---,n por lo tanto:

(Aﬁnflarn)
=y . 34
Bn 1 n I(A’_"n—l,rn—l) ( )
Ahora, de (25) podemos ver que:
_an—lApn—l =TIn—Tn-1- (35)

Sustituyendo (35) en (34), obtenemos:

pero (A7,_1,r,—1) = 0 por (28), por lo tanto, la férmu-
la para el escalar 8,1 nos queda de la siguiente for-

(36)

Finalmente, de la relacion (25) y sabiendo que r, =
b, — Ax,, la n—ésima aproximacion de la solucién x,
en el método viene dada por:

Xn = Xn—1 +,Bn71pn71- 37)

4.3 Biortogonalizacion de Lanczos

El algoritmo propuesto por Lanczos para matrices no
simétricas construye, un par de bases biortogonales
Vi, s Vm Y W1, -+ , Wy, para los subespacios:

Kn(A,v) = span{vy,Avy,- - ,Am_lvl}

Km(ATawl) = Span{wl,ATwl,. o (AT)m—lwl}
respectivamente.

Laidea es obtener dos matrices V,,, y W,,, formadas por
los vectores vy,--- ,V;, y Wi, -+ , Wy, respectivamente,
de manera que se tridiagonalice la matriz A, esto es:

WAV, = T,

Ademds, como las bases son biortogonales, se satis-
face que:

WV, =1I,.

4.4 Método QMR

El método QMR (Quasi Minimal Residual) es similar
al método GMRES, [39], y fue propuesto por Freund
y Nachtigal, [28].

A partir del algoritmo de Lanczos se puede demostrar
que:

(38)
donde 7,, es una matriz diagonal (m+ 1) x m

_ T,
T, = .
" (5m+1€£1)

Si vy estd definido como un mudltiplo de ry, es decir,
vi = Bro, el vector residual estd dado por:

b—Ax = b—A(xo+Vny)
= 19— AVpy
= ﬁvl _Vm-‘rley

= Vit (Bel - Tm)’)
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La norma del vector residual es por lo tanto,

|6 —Ax|| = ||[Vins1(Ber — Tuy)||2-

Si los vectores columna de V,,, fueran ortonorma-
les, entonces se podria tener que ||b — Ax|| = ||Be; —
Tny|l2, como en GMRES. Por consiguiente, una so-
lucién de minimos cuadrados puede ser obtenida del
subespacio de Krylov minimizando ||Be; — T,,y||2 so-
bre y. En el algoritmo de Lanczos, los v; no son or-
togonales, sin embargo, es alin razonable la idea de
minimizar la funcién

J() = 1Ber — Tyl (39)
sobre y y calcular la solucién aproximada correspon-
diente xg + V,,,y.

De esta manera la aproximacion QMR del subespacio
de Krylov de dimensién m es obtenida como xg +
VinYm, donde y,, minimiza la funcién (34).

5. Pruebas Numéricas

Esta seccidén estd dedicada a la aplicacion de los algo-
ritmos desarrollados anteriormente e implementados
en MATLAB. Concretamente, se ha prestado especial
atencion a sistemas resultantes de la discretizacion
del problema de Helmholtz 1D. El objetivo que se per-
sigue es comprobar la efectividad de los algoritmos,
y realizar un estudio comparativo entre ellos.

En las diferentes pruebas, realizadas con un compu-
tador portatil modelo HP CORE 17 Pavilion Dv6, se
ha fijado un valor de tolerancia igual a 10~ en to-
dos los casos. Los resultados son expuestos mediante
curvas de convergencia, en las que se representa el
nimero de iteraciones y/o tiempo de CPU respecto
a la norma del residual necesarios para alcanzar la
tolerancia predeterminada.

El caso que nos compete se refiere a una onda de pre-
sién (incidente) que choca con un plano. La ecuacién
de la presién viene dada por: p,c(x,1) = eMe™™ =
Pinc(x)e~™, donde k es el niimero de onda y w la
frecuencia. A este efecto, el plano modela una pared

rigida localizada en x = 0 (ver 2).

A continuacion, se muestran los casos estudiados:

5.1 Ejemplo 1

Se aplic6 el método LDG al problema planteado en
(2) con los siguientes pardmetros: nimero de on-
da k = 100, grado del polinommio p = 5,8 = 0,
Cij2 = 1/2 y niimero de intervalos N = 20. Luego
de discretizar, el método genera una matriz compleja
simétrica de orden 126x126. En la figura a conti-
nuacion podemos observar las curvas solucién que
representan la solucion exacta (rojo) y la aproximada
(azul) del método LDG:

p=5,N=20,k=100,C,_ =0.5

i 2

0.51 0.52 0.233 0.‘94 0.é5 0.56 0.57 0.58 O.§9 1‘
Figura 1. Solucién para LDG con k= 100, p =5,
Cp= I/Z,ﬁ :OyN:20

Ahora aplicamos los métodos QMR y COCR a la ma-
triz resultante luego de la discretizacion para obtener
los siguientes resultados:

~-QVR
—COCR

400 500

Figura 2. Curvas de convergencia para los métodos
QMR y COCR.

En la siguiente tabla se muestran los resutados obte-
nidos por ambos métodos:

] Meétodo \ Iteraciones Tiempo
COCR 308 0,15819117
QMR 458 0,36488808

Tabla 1. Ejemplo 1: nimero de iteraciones, tiempo
de CPU en segundos para los métodos QMR y
COCR.

5.2 Ejemplo 2

Similarmente, se aplic6é el método LDG al proble-
ma planteado en (2) con los siguientes pardmetros:
nimero de onda k = 200, grado del polinommio
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p=238,8=0,C, =0y nimero de intervalos N = 30.
Luego de discretizar, el método genera una matriz
compleja simétrica de orden 279x279. En la figura a
continuacién podemos observar las curvas solucién
que representan la solucién exacta (rojo) y la aproxi-
mada (azul) del método LDG:

p =8, N =30, k = 200, C12 =05

0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1

Figura 3. Solucién para LDG con k = 200, p = 8,
C,=0,8=0yN =30.

Ahora aplicamos los métodos QMR y COCR a la ma-
triz resultante luego de la discretizacion para obtener
los siguientes resultados:

. . t
0 500 1000 1500 2000

Figura 4. Curvas de convergencia para los métodos
QMR y COCR.

En la siguiente tabla se muestran los resutados obte-
nidos por ambos métodos:

’ Método ‘ Iteraciones | Tiempo
COCR 1835 1,3941741
QMR 1492 1,6948232

Tabla 2. Ejemplo 2: nimero de iteraciones, tiempo
de CPU en segundos para los métodos QMR y
COCR.

5.3 Ejemplo 3

De nuevo se aplicé el método LDG al problema
planteado en (2) ahora con los siguientes parame-
tros: nimero de onda k = 1000, grado del polinomio
p =12, =0, C;, = 1/2 y nimero de intervalos
N = 35. Luego de discretizar, el método genera una
matriz compleja simétrica de orden 468x468. En la
figura a continuacién podemos observar las curvas

solucién que representan la solucién exacta (rojo) y
la aproximada (azul) del método LDG:

p = 15, N =40, k = 1000, C,__ = 0.5

2=

091 092 093 094 095 096 097 098 099 1

Figura 5. Solucién para LDG con k£ = 1000, p = 15,
Cp,=1/2,=0yN =40.

Ahora aplicamos los métodos QMR y COCR a la ma-
triz resultante luego de la discretizacién para obtener
los siguientes resultados:

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000

Figura 6. Curvas de convergencia para los métodos
QMR y COCR.

En la siguiente tabla se muestran los resutados obte-
nidos por ambos métodos:

’ Método ‘ Iteraciones Tiempo
COCR 4448 5,35502259
QMR 4353 6,34001232

Tabla 3. Ejemplo 3: nimero de iteraciones, tiempo
de CPU en segundos para los métodos QMR y
COCR.

6. Conclusiones

En este trabajo se ha estudiado la resolucién de sis-
temas de ecuaciones lineales complejos simétricos
resultantes de discretizar la ecuacion de Helmholtz
1D a traves del método de elementos finitos LDG
(Local Discontinuous Galerkin). Para resolver el sis-
tema generado se utilizaron dos métodos iterativos
basados en subespacios de Krylov, QMR y COCR.
Se mostro a detalle 1a derivacién de los métodos, asi
como algunas propiedades de ortogonalidad.

Una vez implementados y validados los algoritmos se
procedié a resolver el sistema de ecuaciones resultan-
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te de la discretizacién del problema modelo (2) por
medio del LDG, tomando una tolerancia de 10~ 13
para todos los ejemplos. Al comparar la curvas de co-
vergencia, como se puede observar en las figuras (2),
(4) y (6) y en las tablas de comparacién (1), (2) y (3),
nétese que el método COCR es mas eficiente en cuan-
to a tiempo de convergencia que el método QMR. En
el ejemplo 1, el método COCR supera ampliamente
al método QMR en cuanto a tiempo e iteraciones para
llegar a la tolerancia establecida. Para las pruebas rea-
lizadas con k < 500 y p < 12 en cuanto a iteraciones
el método QMR superé al método COCR en dos de
los ejemplos, pero en tiempo de convergencia el méto-
do COCR resulté ser muy eficiente superandolo por
amplio margen como se puede observar en la tablas
graficas. De acuerdo a los resultados de las pruebas
numericas, queda decir que el método COCR es una
eleccién formidable para resolver sistemas de ecua-
ciones lineales complejos simétricos provenientes de
la discretizacion de la ecuacioén de Helmholtz en 1D
utilizando el método LDG.

Queda recomendar el estudio de nuevas técnicas
de precondicionamiento para matrices simétricas,
ademads de hacer mas comparaciones con otros méto-
dos como transpose-free QMR (TFQMR), CGNR,
CGNE, entre otros. También se cree conveniente
extender este estudio para el caso bidimensional,
([8,14]).
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Resumen

Este articulo de tipo estado del arte presenta una conjetura planteada por Giuseppe Melfi, acerca
del comportamiento asintético de la distribucion de los nimeros que escritos en binario satisfacen
que tanto el nimero como su cuadrado tienen la misma cantidad de unos. Este problema nos lleva a
introducir una serie de resultados relacionados con la funcién B(n) que cuenta el nimero de unos del
entero n escrito en binario. Los niumeros que satisfacen la propiedad B(n) = B(n?) se conocen como
numeros (2,1,2) y la conjetura de Melfi cuenta la proporcién de nimeros de este tipo. En general, un
entero positivo n satisface la propiedad (k,/,m) si la suma de sus digitos en su desarrollo en base k es
[ veces la suma de los digitos del desarrollo en base k de »n™. El trabajo de Melfi fue introducido en
2005, nos centramos en ese trabajo y sus posteriores referencias. Sin embargo, estudiaremos ciertos
trabajos anteriores relacionados con la funcién B(n) los cuales introducen propiedades del promedio
de esta. Nuestra contribucion se centra en presentar una revision de los avances relacionados con
los numeros (2,1,2) y presentar detalles en las demostraciones que fueron omitidos en los articulos
estudiados.

Palabras Clave: Conjetura de Melfi, digitos binarios, distribucién asintética.

Some properties of the sum of the digits of binary numbers

Abstract

This state of the art article presents a conjecture proposed by Giuseppe Melfi about the asymptotic
behavior of the distribution of numbers written in binary that satisfy the requirement that both the number
and its square have the same number of ones. This problem leads us to introduce a series of results
related to the function B(n) that counts the number of ones in the integer n written in binary. Numbers
that satisfy the property B(n) = B(n?) are known as (2, 1,2) numbers, and the Melfi’s conjecture counts
the proportion of numbers of this type. In general, a positive integer n satisfies the property (k,I,m) if
the sum of its digits in its base k expansion is [ times the sum of the digits in the base k expansion of n™.
Melfi's work was introduced in 2005; we focus on that work and subsequent references. However, we
will study certain previous works related to the function B(n) that introduce properties of its average.
Our contribution focuses on presenting a review of the progress related to the numbers (2,1,2) and
presenting details in the proofs that were omitted in the articles studied.

Keywords: Asymptotic distribution, binary digits, Melfi’s conjecture.
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1. Introduccion

Sea n € N, y consideremos su representacion como
suma de potencias de base 2 dada porn = Y'*_, ¢;2171,
donde ¢; € {0,1}, ¢, = 1. Diremos que la cadena
(ck...c1) es la expansion binaria de n. Se define la
funcién suma de digitos binarios por:

k
B(n) =Y c. (1)
i=1

La funcién contadora de digitos es el concepto clave
que conecta la teoria de ndmeros con la seguridad
criptogréfica préctica, [16]. Esta funcién simplemente
mide la longitud de un ndmero en bits, que es la
unidad fundamental de la informacién digital. En
criptografia, la fortaleza de un sistema no se basa en
el valor de una clave, sino en su longitud (por ejemplo,
una clave de 256 bits). Esta longitud, determinada por
la funcién contadora de digitos, define el nimero total
de combinaciones posibles, haciendo que un ataque
de fuerza bruta sea exponencialmente mds dificil con
cada bit que se afiade.

Un ejemplo del uso de esta funcién es el algoritmo
RSA (Ron Rivest, Adi Shamir y Leonard Adleman,
ver [18]), éste es un sistema de criptografia de cla-
ve publica que utiliza un par de claves matematicas;
una publica (para cifrar) y una privada (para desci-
frar), para asegurar comunicaciones y realizar firmas
digitales.

El estudio sistemadtico de B(n) fue iniciado por Bush
[3] y Stolarsky [19,20], quienes establecieron relacio-
nes profundas entre la suma de digitos y propiedades
asintdticas de sucesiones numéricas.

En el caso general se pueden estudiar el niimero de
digitos para representaciones de un entero en cual-
quier base r, denotamos por s,(n) esta suma. En al-
gunos casos, esta funcién se puede evaluar en polino-
mios con variable entera p(n). Conforme con la nota-
cién establecida en [15], un nimero n € Nes (2,1,2)
si satisface la propiedad B(n) = B(n?), en este Melfi
estudia p(n) = n?. Observemos que s;(n) = B(n).

Entre los principales autores que han estudiado las
propiedades y relaciones puntuales de s,(n), por ejem-
plo, [19], [13], [15] y [8]. En particular, una conjetura
de Stolarsky introducida en [19] sobre algunas pro-
piedades de distribucién de la razén s,(p(n))/s,(n)

ha sido recientemente resuelta por Hare et al. en [10].
Melfi en [15] propuso estudiar el conjunto de #n tales
que B(n?) = B(n), y demostré que

#{n <N : B(n®) = B(n)} > N'/*,

donde el simbolo # indica el cardinal de un conjunto.
Usando argumentos probabilisticos heuristicos, Melfi
conjeturd el resultado més fuerte

NOC
logN

#{n <N : B(n*) =B(n)} ~ )

y calcul6 un valor explicito para o ~ 0,75488.

En la seccion 2, se estudian algunas propiedades de la
funcién B(n), entre las principales que es subaditiva y
submultiplicativa. En la seccion 3, se estudia la suma
promedio de digitos en cualquier base. En la seccién
4, se estudia la funcion B evaluada en un polinomio
p(n) = n’ y su comportamiento limite. En la seccién
5, damos propiedades de los numeros (2,1,2). La
seccion 6 presenta el argumento heuristico de Melfi
que permite introducir la conjetura dada por la ecua-
cién (2). Por ultimo, en la seccién 7, se enuncian sin
demostracién algunos resultados referentes a ecua-
ciones con numeros (2,1,2).

2. Funcion Suma de Digitos de un
numero escrito en representacion
binaria

Se presentan en la seccion definiciones bdsicas y pro-
piedades generales que serdn utilizadas a lo largo del
trabajo. En particular damos la demostracién de la
subaditividad y submultiplicatividad de la funcién
que cuenta los 1 en la representacion binaria de un
entero, éstos son resultados basicos pero sus respec-
tivas demostraciones son dificiles de encontrar en la
literatura por lo cual las incluimos en detalle.

Definicion 1 Sean € N,n = (cxcr—1...c1) un niime-
ro escrito en base dos. Sea B : N — N la funcion
suma de digitos binaria, la cual se define por B(n) =

Z;(:] Ci.

Ejemplo: Sea n = (11001); en este caso, ¢5 = 1,
c4=1,¢3=0,c, =0y c; = 1. Porlo tanto, B(n) =
1+414+04+0+1=3.
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Observacion 1 La expansion binaria estd compues-
ta de unos y ceros, por esta razon, en algunos casos
utilizaremos la notacion compacta del niimero en la
k—veces 1 b—veces 0
— — .
que (1...1)= (l(k)) y(0...0)= (O(b)); por ejemplo,
el miimero (111100011) se denotard (14)0(3)1()).

Observemos que para cada k € N, 2F = (10)), por
lo tanto, B(2X) = 1.

Definicion 2 Definimos el conjugado de n =
" ei27 porn' =Y, 271, donde ¢t =1 —c;.

El siguiente teorema muestra una relacién entre la
suma de digitos B(n) y la suma de digitos de su con-
jugado B(r').

Teorema 1 Si n = Y~ | c;2""!, entonces n' = 2~ —
n—1yB(n)=k—B(2F—n—1).

Demostracién: Comoc,=1—c;yn' =Yk 271,
tenemos que:

!/

n=Y 21—

1 i

ci2i’1 .

'M»
M»

1

El primer sumando es una suma de términos de una
progresién geométrica cuya sumatoria es 2€ — 1 —n
y el segundo sumando es igual a n por hipdtesis, por
lo tanto:

n=2"—1-n. 3)

Ahora, falta comprobar que B(n) =k —B(2¥ —n—1).
k k k

B(n) = Zci = Z 1— Zc: =k—B(n).

i=1 =1 =1

Luego, por la ecuacion (3), tenemos que

B(n)=k—B(2"—n—1). m

A continuacion demostraremos la subaditividad de
la funcién B. Para este fin requerimos del siguiente
lema.

Lema 1 Sean n = )_:le 2!, jeN*tal que j < k
yn+2/ =Y @21 Entonces

B(n+2/)=1-L;+B(n),

donde:
Li=min{l /¢ =0}.
j %1{/%, }

Demostracion: Consideremos el caso en que cjy1 =
0. Tenemos que d, = ¢, para todo g € {1,2,..., j},
djs1=1,dy=cyparatodog e {j+2,j+3,...,k}
y di+1 = 0; en consecuencia, B(n+2/) = B(n) + 1
y se verifica el Lema 1, ya que L; = 0. Este caso se
ilustra en la tabla 1.

Consideremos el caso en que ¢, = 1. Para observar
lo que ocurre en este caso, referimos al cdlculo que se
muestra en la tabla 2. En este caso, L; > 0, ya que el
minimo de los indices para el cual c;; = 0 es mayor
que j+ 1. Asf, B(n+2/) = 1 + B(n) — L;. En efecto:
se suman las cifras de n, se afiade 1 (el uno que se
agrega en la posicion j+1) y se le resta L; (que no
es mds que la cantidad de ceros producto del acarreo
al sumar 1, es decir, los 1 que fueron cambiados por
cero al sumar). ]

Observacion 2 Para j > k se tiene que B(n+2/) =
B(n)+ 1.

Utilizando este lema, demostraremos la subaditividad
de la funcion B.

Teorema 2 Sim,n € N, se tiene que
B(m+n) < B(m)+ B(n).

Demostracion: Sea n = 27:1261, con e| > ey >
...> ey = 0; asi, solamente consideramos las poten-
cias de dos cuyo coeficiente es uno en la expansion
binaria de n. Entonces, aplicando el Lema 1 repetidas
veces, tenemos que:

B(m+n) = B(m+ 228-/')

d
1+B(m+ ) 2%)
j=2

N

d—veces
< (I 41+...+1) +B(m)
= B(n)+B(m). m

Observacion 3 Una condicién para que se cumpla
la igualdad es que cuando realizamos la suma en
binario de m+ n no ocurran acarreos. Esto ocurre
cuando las posiciones de los 1 de m y n estdn sepa-
radas suficientemente por ceros. Ejemplo: sean m =
10110000, n = 111, B(m) = 3 y B(n) = 3 entonces
m+n=10110111y B(m+n) = 6 = B(m) + B(n).

Ahora, veremos un lema que nos muestra que, al
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Cr ... Cj+(l+1) Cjtl 0 i ... Cl
+ 1 0 ... 0
dit1 dk diravny djn 1 d; d
Tabla 1
Ck  -oo Cjp(+1)  Cjtl 1 I ¢ cl
+ 1 0 0
div1  di dirsn 1 0 0 d; dp
Tabla 2
multiplicar un nimero por una potencia de dos, no se  Asi culmina la demostracion. [ |

altera su suma de digitos.
Lema 2 Para todo j €N, B(2/n) = B(n).

Demostracion: Sea n = (cxci—1 ...cac1). Haremos
esta prueba por induccién sobre j € N:

s j=1:Aqui tenemos que:

k
Ci2171 = Z c,-2’.
i=1

k
2n=2

i=1
Por lo tanto:

B(2n) =) c¢i=B(n).

(gl

i=1

= Hipétesis inductiva: Supongamos que la pro-
posicion se cumple para k € N, y veamos que
se cumple para k + 1:

B(2*'n)=B [2(2’%)] — B(2*n) =B(n). m

El siguiente teorema demuestra la submultiplicativi-
dad de B.

Teorema 3 Para m,n € N,

B(mn) < B(m)B(n).
Demostracion: Si m = 1, B(nm) = B(n)l =
B(m)B(n). Asi pues, supongamos que m > 1 yn > 1.
Sea n = (cxc—1...c1). Entonces, aplicando la subadi-
tividad de B y el lema anterior, y recordando que
c;i €40,1} parai € {1,...,k}, tenemos lo siguiente:

B(nm) = B(c;2X'm4...+cim)

< B(e2'm)+ ...+ B(cim)

= B(cgm)+...+B(cim)

= B(ck)B(m)+...+B(c1)B(m)

= [B(cx)+...+B(c1)]B(m)

= B(n)B(m).

Abhora, en el siguiente lema y en su correspondiente
corolario, estableceremos una cota tanto para la can-
tidad méxima de digitos que tiene un nimero binario
como para el valor maximo de B(n).

Lema 3 Para cada entero positivo n = 2¢' + 2 +
. F2%, coney >exy> ... > e =0, se tiene que:

loga(n) —1 < e; <loga(n).

Demostracion: Por hipétesis, se tiene que
201 L 291 422 4 .. 4 2% = n, entonces 2°! < n, por

In(n)

lo que e¢; < o) = loga(n).

Observemos que:
r 1 e|—ej oo 1 ]
£(;) <x(y) -
j=1 j=0

270y 299K2
j=1

27 <2
n< 261-"—1'

De donde, tomando logaritmos, concluimos que:

In(n)
In(2)

—1=1loga(n)—1<ey. ]

Corolario 1 Para cada n € N:
B(n) < [loga(n)] + 1.

Demostracion: Como n = 2 +2° + ... +2° es
facil ver que B(n) < e; + 1 (ya que algunos de los
coeficientes ¢; en la expansion binaria de n pueden
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ser iguales a cero, y en el mejor de los casos todos
son iguales a 1). En consecuencia, usando el lema
anterior:

} +1=[log2(n)]+1. m

3. Suma Promedio de Digitos

En esta seccion se presenta una férmula que aproxi-
ma el valor promedio de la suma de los digitos de
ndmeros enteros a medida que estos nimeros tienden
a infinito. E. Bush en [3] demostré que

ﬂmothwyfgl

k<n

nlog.n

sin una férmula de error, donde s, (k) es la suma de
los digitos para un niimero escrito en base r. En 1968,
Trollope en [21] demostré una férmula explicita pa-
ra el término de error en el caso r = 2. En 1975,
Delange en [6] extendi6 el resultado de Trollope a
una base arbitraria r utilizando otra metodologia. En
1999, Cooper y Kennedy aplicaron el método de Tro-
llope con una base general r y demostraron que la
forma de los errores es igual para cualquier r, ver [5].
Recientemente en 2024, Erdenebat y Wong en [9]
introducen una prueba diferente a la de Troppelle
en el caso r = 2. Para generalizaciones en diferentes
direcciones ver [7, 8].

Reproducimos los resultados del articulo de Bush,
incluimos la demostracién del teorema 3 que €l deja
al lector. Ademéas demostramos los detalles de cada
uno de sus teoremas. No incluimos resultados del
célculo del error porque implicaria introducir férmu-
las de aproximacién que requieren herramientas mas
analiticas.

Definicion 3 Sean n,r € N,r > 2. Sea n =
(ckCk—1--.c1)r. Entonces, definimos y denotamos la
funcion suma de digitos en base r de la siguiente
manera: s, : N — N /s.(n) = Zi'{:l Ci.

Definicion 4 Sean n,r € N, con r > 2. Denotamos
por S(r,n) = Z;?;é B,(k). Entonces, @ es la suma

promedio de digitos.

Ahora, procederemos a establecer un comportamien-

to asintotico de @

Teorema 4
S(r,n) o (r—1)In(n)
n 2in(r)
Es decir:
Ifm 2S(r,n)In(r) _ )

n—eo (r — 1)nin(n)

Demostracion: Consideremos todos los nimeros des-
de O hasta n — 1, inclusive, escritos en su orden na-
tural en base r. Los digitos que estan en el i-ésimo
lugar (contando de derecha a izquierda) se repiten en
periodos de 7' nimeros, y cada perfodo consta de '~
de cada uno de los digitos 0,1,...,r — 1. El dltimo
periodo estard completo si y sélo si n es divisible
entre 7. Sea s; la suma de digitos en el i-ésimo lugar
(contando de derecha a izquierda) de todos los nime-
ros desde 0 an— 1. Como r € Z, si hacemos [%] , de
la definicion de funcién parte entera, obtenemos que:

Luego, multiplicando por 7/, tenemos que:

n—ri<[%}ri$[n}ri>n—ri. 5

ri

Ahora, de la definicién de funcién parte entera, llega-
mos a que:

[%—H] <n4rl (6)

Entonces, por (5) y (6), tenemos que:

ny ,_rir=1)
5i 2 H T3
lrny ; 1 .
= 5[; r’(r—1)>§(r—1)(n—r’)
y
n 1 qr(r=1)
. Z a1l 1
Si < [r’+ 1" 2
ILn ; 1 .
- §b+4ﬂu—ug§u—um+w.
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Como S(r,n)

S(ryn)

Se tiene que:

>

=Y¥ |5, tenemos que:

r

1 k+1_r
2(r—1){kn— — }
= == (*1 =)

> %{(r— Dkn —rF*+1Y.

Como r > 1 = < pf+2 y b=l < e

1
5{(r—1)kn

Por lo tanto:

S(r,n)

Por otra parte:

S(r,n)

1
T 5{(1’— Dkn—r

k+2}

= %{(r— l)kn—rzrk}

WV

1
5{(1’— kn —r*n}

1
5{(1’— 1)k— rz}n.

k
r—l n+r
i=1

5{(r— Dkn+ /<1 —r}

%{(r—l)lmw"“}.

Como r*~! < n, obtenemos lo siguiente:

S(r,n)

<

Al Dkt A1)
%{(r— Dkn+r 2 k= 1}

A Dkn 0},

%{(r— Dkn —1?n}.

(7

Por lo tanto, concluimos que:
S(r,n) < %{(r— Dkn+r*n}
= %{(r—l)k—krz}n. (8)
De (7), tenemos lo siguiente:

S(rn) > (- = Dk =}

entonces

28(r,n)In(r) - {(r— Dk —r?}In(r)
(r—1)nln(n) (r—1)In(n)

Ahora, recordando que n < r* implica que

In(n)
k= n(r) yrz2,
tenemos:
{(r—1)k—r*}In(r)
(r—1)ln(n)

(r—Dkin(r) rIn(r)
(r—1)In(n) (r—1)In(n)
rIn(r)
> U Ty

Por lo tanto, podemos concluir que:

liminf 28(r,n)In(r)
n—e (r—1)nln(n)

2]
> lfminfl — — n(r)

e (r—Din(n) ©)

Por otro lado, partiendo de (8), tenemos lo siguiente:
1
S(r,n) < 5{(r— Dk+7r*}n

de donde

28(r,n)In(r) o {(r—Dk+r*}In(r)
(r—Dnln(n) (r—1)In(n)

Ahora, como n > rF 1 = k < In(n) + 1, tenemos:

In(r)
{(r—Dk+r*}n(r)
(r—1)in(n)
(r—1)kin(r) N rIn(r)
(r—Din(n)  (r—1)ln(n)
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Luego:
(r—1)kin(r) rIn(r)
(r—Vin(n) | (r=1)in(n)
B (r—l){iz((r;g—l—l}ln( )+ rzln(r)
N (r—1)In(n) (r—1)In(n)’

Haciendo las simplificaciones correspondientes, nos
queda que:

rIn(r)
+ (r—1)In(n)
rIn(r)
= Din()’

Al sumar las fracciones, obtenemos que:

28(r,n)In(r)
(r—1)nln(n)

(r—1)In(r) rzln(r)
S YTt T = it
(r2 +r—1)In(r)

= M T i

Por lo tanto, concluimos que:

, 28(r,n)In(r)
llgfgp (r—1)nln(n)
(r> +r—1)In(r)

< i 1 =1. (10
e e = Din(w) (10
Ahora, combinando, (9) y (10), obtenemos que:
i 25mn)in(r)
n—es (r — 1)nin(n)
Probando asi (4). [ |

El siguiente teorema nos dice que la suma promedio
de digitos es menor cuando los niimeros estin escritos
en base 2.

Teorema 5 Sea r € N /r > 2. Entonces:

. S(rn)
im
n— S(2,n)

Demostracion: Usando el teorema anterior, tene-

mos que:

S(rn)
im
n—o S(2,n)

Ahora, como:

d ((r—1)In(2)
dr { In(r) }
~ An(r)+r ' =1}n(2)
- 1n2(r) >0

para r > 2. Concluimos que (r_l:l)(lr')l(z)

mondétona creciente en r y ademas:

es una funcion

S(r,n)  (r—1)In(2) _ 2In(2) 5

li = > >—>1.
noe S(2,n) In(r) n(3) ~ 4
Para todo r > 3. Asi concluye la demostraciéon. ®

Los teoremas 4 y 5 se pueden usar para demostrar
el siguiente teorema, que propone una situacién mas
general al considerar dos bases cualesquiera r; y 7
que la que se muestra en el teorema anterior:

Teorema 6 Si 2 < r| < r,— 1, entonces se cumple

la desigualdad:
S(r27n) (1 1)
n—yoo S(I"l,l’l)
Demostracion:
(rz n)
. S(r,n) =
Py S L YT
(r2=1)In(n)
_ T 2In(n)
(ri=1)In(n)
2in(ry)
(ra—1)In(ry)
= = £ 7 (12)
(r1 — 1)In(rp)

Abhora, derivando (12) con respecto a r;, tenemos
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que:
A {
= il )
In(r)+L—1

(13)

Recordando que2<ry<r— 1 y analizando (13), es
claro que In(n) ) >0y ln(r) + > > 1, por lo que (12)
es una funmon mondtona cremente con respecto a r.
Posteriormente, haciendo un razonamiento analogo
al que se hizo en el teorema anterior, se puede llegar
a(ll). [ |

Extendemos el Teorema 6 en el préximo corolario.

Corolario 2 Sea p € N,p > 2. Sea {r;}!_; C N tal
que2<ri<r—1<rn—-1<...<r,—1. Entonces,
sil < j<I< p, setiene que:

. S(l’[,n)
n=ve S(rj,n)

Demostracion: Sea p € N, con p > 2. Sean j,/ €
N tales que 1 < j < I < p. Ahora, consideremos la
sucesion creciente {r,}p jtalque2<rp<rn—1<
r3—1<...<r,—1.Asi,si j <[, podemos ver que
2<r;j < r;— 1. Asi, las hipdtesis del teorema anterior
se cumplen, por lo que concluimos que:

. S(i"[,l’l)
”_>°°S(rj7n)

4. Digitos binarios de potencias de
enteros

En lo que sigue, estudiaremos el comportamiento
de B(n’/)/B(n) para todo j € Ny n € N. Stolarsky
demuestra en [19] resultados muy precisos acerca de
estos cocientes. Enunciamos y demostramos algunos
de sus resultados.

Teorema 7 Sean n,h € N mayores que uno. Defina-

mos rp(n) = %. Entonces:
rp(n) < 2{hlog2(n)}1_% :

Demostracion: Por la submultiplicatividad de B, te-
nemos que B(n") < B(n)", por otra parte del Corola-
rio 1 B(n") < [hloga(n)] + 1. En consecuencia:

"min{hlogs(n) +1,B(n)"}.

< B(n)~

Si B(n)" > hlogy(n) + 1 > hlogz(n), tenemos que:
< B(n)'min{hlogs(n) +1,B(n)"}
{hloga(m)}' ™. (14)

Por otra parte, si B(n)" < hlog,(n) + 1, entonces

rn(n)

~X
<

B(n) < {2hloga(n)}h,
nh
w0 <
= B(n)h*1
< <{2hlog2(n)}}7)h_]
< 2{hlog(n)}'F. m (15)

El teorema a continuacion necesita la construccién de
un conjunto de Sidon (ver [4]), esto es, un conjunto
de niimeros enteros en el que todas las sumas de sus
elementos son Unicas. Por ejemplo: En el caso que
consideremos solamente las sumas de dos elemen-
tos, el conjunto {1,2,4,8} es de Sidon, mientras que
{1,2,3,4} no lo es, en efecto, la suma 1 +4 =2+ 3.

Los conjuntos de Sidon permite estudiar el problema
fundamental: ;Qué tan denso o grande puede ser un
conjunto? Es decir, ;Cudntos elementos puede tener
un conjunto si sus miembros no pueden ser mayores
que un cierto nimero N?

A continuacién enunciamos un teorema que establece
que la cota dada en el teorema precedente es la mejor
que podemos obtener. Su demostracién hace uso de
la construccién de un conjunto de Sidon.

Teorema 8 La cota del teorema anterior es la mejor
posible en el sentido de que existe una constante
c(h) > 0, que depende sélo de h, tal que

==

ru(n) > c(h) {loga(n)}'~

infinitas veces.

FARAUTE de Ciencias y Tecnologia, 15(1-2), 2020.

54



Algunas propiedades de la suma de digitos binarios.

Hernandez et al.

Para una demostracion véase [19]. No incluimos su
demostracion porque hace uso de un resultado debido
a Bose y Chowla, el cual estd fuera del alcance de los
objetivos que nos hemos planteado. El teorema de
Bose-Chowla es un resultado fundamental en la teoria
aditiva de niimeros que proporciona una construccién
algebraica para conjuntos de Sidon donde todas las
sumas de /& elementos (con o sin repeticiones) son
unicas.

Antes de demostrar el siguiente teorema, enunciare-
mos y demostraremos dos lemas.

Lema 4 Sean a,b € N tales que a > b. Entonces
B(2*—2Y)=a—b.
Demostracién: Notemos que 2 = (10,)) y 2% =

(10(4)). Observamos de la tabla 3 que B(2¢ —2") =
a—>b. ]

Ahora, procederemos a demostrar un lema que gene-
raliza al anterior.

Lema$ Sean A >ay > ay > ... > a, > 0 niimeros
naturales. Entonces:

B(24 —2% -2 —2%)=A+1—a,—q.

Demostracion: Notemos que:

B(2A =24 —2% %)
= B[(24 —24¢) —24 —2%2 _ _2%1],

Por el lema 4, 2 — 2% = (1(4_4,)0(q,))- Asi:

B[(24 —2%) —2% —2% — . —2%1]
= B[(I(A*aq)o(aq” _2a1 _ 2az - = Zaq’l],

Ahora, por hipétesis, al restar de 24 — 2% las restantes
potencias de 2, lo que haremos serd quitar unos en las
posiciones respectivas (a; + L,ax +1,...,a,-1 + 1),
mientras que los otros digitos no se modifican. En
consecuencia, al final de la resta, el total de unos
serd la cantidad de unos originales (A — a,) menos la
cantidad de unos que vamos quitando sucesivamente
(que es igual a la cantidad de potencias de 2 que
vamos quitando, ésto es, ¢ — 1), o en otras palabras:

B(2A —2% —2% —  _2%)
= A—a,—(q—1)=A+1-a;,—q. m

A continuacién enunciamos el siguiente teorema
de Stolarsky acerca del orden minimal del cocien-
te B(n*)/B(n) y se da una idea de la demostracion.

Teorema 9 Sea n € N. Sea ry(n) como se definié
en el teorema 5. Entonces son ciertas las siguientes
proposiciones:

1. Paratodon e N,

ra(n) = {[loga(m)] +1} 7.

2. Existen infinitos n, tales que

(loglog(n))>

ra(n) <4 log(n)

Demostracion: Recordando que B(n) < [loga(n)] +
1, obtenemos:

B(n)~" > {[log2(n)] + 1}

y como B(n") > 1 se tiene la primera parte del teore-
ma.

Daremos una idea de la segunda parte. La clave de
la demostracién reside en una ingeniosa construc-
cién de enteros n cuya estructura binaria minimiza la
formacion de acarreos al ser elevados al cuadrado.

El objetivo de Stolarsky es construir un nimero n
que sea una suma de potencias de 2 muy espaciadas:
n= Z’;;(l) 2¢i. Al calcular su cuadrado, obtenemos:

k=1 k—1 k—1k—1
n? = (Z 2@) (Z 26/) =Y ) octe
i=0 j=0 i=0 j=0
La suma de digitos de n” serd pequeiia si podemos
elegir los exponentes {e;} de tal manera que, al su-
mar los k> términos de la forma 2¢7¢/, se generen el
menor nimero posible de acarreos.

Un caso ideal para esto seria si todos los k% expo-
nentes e; + ¢; fueran distintos. Esto se lograria si el
conjunto de exponentes {e;} fuera un conjunto de
Sidon (un conjunto A donde todas las sumas a; +a;
con a;,a; € A son lnicas).

Se construye una sucesién de enteros n; definida por
dos pardmetros: un entero k > 1 (que serd el nimero
de digitos ’1° en ng) y un entero d > 1 (el factor de
espaciado).

k=1
ny = Z Zj'd.
j=0
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Lugar: a+1 a b+1 b b—1 1
2¢ = 1 0 0 0 0 0
} b = 1 0 0 0
0 1 ... 1 0 0 0
Tabla 3
Por construccién, la representacion binaria de n; con-  obtiene:
siste en k unos separados por d — 1 ceros. Por lo tanto, I
su suma de digitos es trivialmente: rn) = 1 Z B(N,
B(ng) =k. 1
() < 7 (Ck(log, k)*) = C(log, k)*.

Ahora, calculamos su cuadrado:

LS,
= pAa

2k—2

=Y N2
5s=0

donde Nj es el nimero de formas de escribir el entero
s como suma s =i+ j, con 0 <i,j < k—1. Este
coeficientees Ny =s+ 1 para0 <s <ky N; =2k —
1 —s para k < s <2k — 2. El valor maximo de estos
coeficientes es Ny_1 = k.

La clave ahora es elegir d suficientemente grande
para que los bloques binarios de cada término N; - 2°¢
no se superpongan. La representacion binaria de N
requiere a lo sumo [log, N;| + 1 unos. Como Ny <k,
necesita menos de log, (k) + 1 unos. Si elegimos el
espaciado d tal que d > log, (k), garantizamos que no
hay superposicién (acarreo) entre los términos N2%¢
y Ny 2604, Bajo esta condicidn, la suma de digitos
de n,% es simplemente la suma de las sumas de digitos
de cada componente:

2k—2

=Y B(Ny)
s=0

Esta es la expresion exacta para B(n?) bajo la condi-
cién d > log, (k). El problema se reduce a encontrar
una buena cota para esta suma y optimizar la elecciéon
de los pardmetros.

Stolarsky demostré la siguiente cota superior para la
suma de las sumas de digitos de estos coeficientes,
en efecto existe una constante C tal que:

2k—2

ZB

) < Ck(log, k).

Al insertar esta cota en la expresion en el cociente, se

Abhora, utilizando la eleccién de pardmetro k ~
o821 _ 11egamos al resultado final:

log, log, n°
log,n 2
cli et
< o <logz log n))

= C(log,log,n —log,log,log, n)?

C(log, k)* =~

~ C(log,log,n)*.

El argumento completo requiere normalizar esta ex-
presion por log, n debido a la relacién entre n,k y d,
obteniendo la forma final de la cota de Stolarsky. A
continuacidn reproducimos los argumentos de Sto-
larsky para hallar la cota exacta de los conjuntos de
Sidon de interes y de alli hacer uso del teorema de
Bose-Chowla para concluir.

Seang > 1,a(t) =2"y:

i" a(g+1)—

Definamos n = 249+1) — 5. Entonces, por el lema
anterior, obtenemos que:
B(n) =291 41— (207!

—29141)—qg=29—q.

Ahora, por la forma en que se definié n, tenemos que:

n2 — 22a(q+1) _2a(q+])+1S+S2‘ (16)

Luego tenemos, desarrollando los 2 dltimos términos
de (16):
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_Q

2
[ - { 2a(q+1)—u(i)+l }
i=1

— i224(61+1)—a(i+1)+2
i=1
42 Z 22a(q+1)7a(i)7a(j)+2

i<j

_ zq:ZQd(q-i-])—a(H—])—i-Q
i=1

—1
+q2 i 22a(q+1)7a(i)7a(j)+3 (17)
i=1 j=i+1

por otra parte,

_palg+l)+1g _nalg+1)+1 Xq"za(qﬂ)—a(i)ﬂ

i=1
q
_ Z 220(4+1)—a(i)+2‘

= (13)
i=1

Los primeros ¢ — 1 términos de S? se simplifican con
los términos 22¢(a+1) y —pala+D+1g de (16), por lo
tanto:

0 —

=1 2

Notemos que a(q+ 1) > a(i) para todo i < g. Luego,
tenemos que 2a(qg+ 1) > a(i) +a(j) para todo i, j <
g, por lo que 2a(qg+ 1) —a(i) —a(j) +3 > 0 para
todo i, j < g. En consecuencia, podemos escribir que
2a(q+1)—a(i)—a(j)+3 = e;, donde ¢; > 0. Ahora,
(Cuantos ¢; hay? Veamos cudles son los posibles
valores de i en (17): si j = 2, entonces i € {1}; si
Jj=3,i€{1,2},y asi sucesivamente hasta que j = ¢,
por lo que i € {1,2,...g— 1}. En consecuencia, la
cantidad de posibles valores de i es ZZ;% k= @
Es por ello que en (19), podemos escribir que:

-1 4
Z Z n2a(g+1)—a(i)—a(j)+3

i=1 j=it+1
_ ize, o=94-1
I=1 2
Por la forma que tiene m?, concluimos que
—1
B(m*) <1+ q(qz). n

Stolarsky, en su trabajo [19], conjetura que
lim, .. r;(n) = 0. Esta conjetura fue demostrada en

el trabajo [10].

5. Numeros (2,1,2)

En esta seccién, definiremos a los ndmeros (2, 1,2),
los caracterizaremos enunciando propiedades concer-
nientes a ellos. Introducimos los resultados del traba-
jo de Melfi [15], incluyendo detalles que el articulo
deja al lector, estos para facilitar la lectura son pre-
sentados como lemas o proposiciones.

Definicion 5 Se dice que un niimero n € N es
(2,1,2), o que satisface la propiedad (2,1,2), si
B(n) = B(n?).

En las siguientes proposiciones, se demuestran al-
gunas propiedades de los nimeros (2,1,2). El si-
guiente teorema desmuestra la existencia de nimeros
(2,1,2).

Teorema 10 Para todo k € N*, el niimero ny = 2k 1
es del tipo (2,1,2).

Demostracién: Como n; = (1)), se ve que
B(ng) = k. Ademas:

(m)? = (2 =1)? =22 2" 4 1 = (11,0 D).

Por lo que B [(n¢)?] = k. u

Ahora, daremos otra caracterizacion de los numeros
(2,1,2).

Teorema 11 Para todo k € Nk > 9 y n = 2K —
2K=2 _ k=3 _ 4 los mimeros n,n+1,n+2yn+3
son del tipo (2,1,2).

Demostracion: En virtud del lema 5, tenemos que
B(n) =k —4. Por otra parte:

n2 — 22k + 22/{73 + 22k76 + 2k+1
+2k + 24 _ 22/(71 _ 22/(72 _ 2k+3
= (12)00)1(k-7)03—5)10())-

Porlo que B(n?) =2+k—7+1=k—4.

Por otra parte, en virtud del lema 5, concluimos que
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B(n+1) =k—3. Ademas:
(n+1)2 — 22k+22k—3 +22k—6+2k+2+2k

+23 + 1— 22k—1 _ 22k—2 _ 2k+3

_Zk—l _ 2k—2

= (12)00)16-8)0(3) 10-4)1002) 1)-

En consecuencia,

Bl(n+1)’] =2+k—8+1+1+1=k-3.

Por otro lado, en virtud del mismo lema 5, B(n+2) =
k — 2. Haciendo los célculos pertinentes, tenemos
que:
22k | 92k=3 4 926 | ok | ok—1
102 %1 _92k=2 _ oktl
= (1)00)1¢-5)00-4100))-

(n+2)°

Asi, concluimos que B[(n+2)*] =2+k—5+1=
k—2.

Invocando nuevamente el lema 5, llegamos a la con-
clusién de que B(n+ 3) = k— 2. Por otro lado:

(l’l + 3)2 22k + 22k—3 + 22k—6 + 2k—1 + 2k—2
1 — 2kl _92k=2 _ okl

= (1203 1¢-1012)0w-31)

Ast, B[(n+3)*] =24+k—-7+2+1=k-2. =

En el siguiente resultado, establecemos la existencia

de infinitos intervalos que no contienen nimeros del
tipo (2,1,2).

Proposicion 1 Existen infinitos n € N tales que el
1

intervalo (n,n+ nz) no contiene nimeros (2,1,2).

Demostracion: Sea n = 2% = (10y,). Cada m €

(n,n—l—n%) es de la forma n+r tal que 0 < r <
n? =2k En su expansion binaria, m es de la for-
ma (10()ckcx—1-..c1), donde ¢; € {0,1} y, por lo
tanto, B[(cxck_1...c1)] = B(r) > 1. Ahora, sea r> =
(dardak—1 - ..d1). Tenemos entonces nuevamente que
B(r?) > 1; por lo tanto:

m* = 2%+ (creroy...c1))?
2% 4 22k(ckck,1 ...c1)
+(ckCr—1 - - .cl)2
= (10g—1)ckCr—1---c10doydy 1 .. .dy).

Asi, B(m*) = 1+B(r)+B(r*) > 1+B(r) =B(m). m
Ahora, enunciaremos una propiedad de la funcién B.
Lema 6 Si0 <n <2, entonces Bjn(2" —1)] = v.
Demostracion: Tenemos 2 casos:

= Supongamos que n es impar. Sea
n = (¢xck—1...c1)/c1 = ¢ = 1. Como
n < 2V, tenemos que k < Vv (esto es
debido a que n < 2V = Y& 28 <
2V = k < v). Ademis de ésto, note-
mos que n(2¥ — 1) = (cxcr—1...¢10()) —

(ckCk—1...c1), por lo que n(2¥ —1) =
(ckCr—1---C2¢] L(y_g)ChCl_y - - ChC1). En
consecuencia:
Bln(2" —1)]
= Bl(ckCr—1--- 261 Ly_g)Cici_y ---chen)]
= Bl(ckcr—1--.cac1l(y_g)cicy_y-..c5¢h)]

= B(n)+(v—k)+k—B(n)=v.

» Si n es par, entonces n’ = 2 €8 impar para
algtin 1 € Ny, evidentemente, n’ < 2V. En con-
secuencia, y usando el lema 2, tenemos que
B[n'(2 —1)] = vy B[2"/(2V — 1)] = v, por
lo que B[n(2¥ —1)] = v. |

Con respecto a los multiplos de potencias de 2, cuan-
do a estos nimeros se les suma una unidad, ;Cudl es
la suma de digitos del nimero resultante? ;Cudl es la
suma de digitos del cuadrado de éste nimero? Estas
dudas nos las aclara el siguiente lema.

Lema7 Sean €N, ysea v tal que n < 2V~'. Enton-
ces:

B(2'n+1)=B(n)+1

B[(2'n+1)*] = B(n*) +B(n) + 1.

Demostracién: Sean = (c...c;). Comon < 2V!,

k < v. En consecuencia:
2vn = (10(\,)) . (Ck .. .C1) = (Ck. . .Clo(v)).

Por lo tanto, 2Vn + 1 = (ck...c10(v_1)1), y, asi,

B(2'n + 1) = B(n) + 1. Supongamos que n*> =

(dok ...dy); entonces (2Vn+ 1) =22Vn? +2V*+ln 4

1. Como k < v (lo que obviamente implica que

FARAUTE de Ciencias y Tecnologia, 15(1-2), 2020. 58



Algunas propiedades de la suma de digitos binarios.

Hernandez et al.

k < v+1), 2k < 2v. En consecuencia, 22Vn? =
(dgk .. .dIO(ZV)) y 2V+ln = (Ck .. .610(v+1)).

Asi, tenemos que:
B[(2"n+1)]
= B[(de .. -d10(2v)) + (Ck .. .610<V+1)) + 1]
= B(n*)+B(n)+1. m

Abhora, si a un multiplo de una potencia de 2 le resto
una cantidad cualquiera, ;Cudl es la suma de digitos
de éste nimero y de su cuadrado? Para ello, tenemos
el siguiente lema.

Lema 8 Seann= (c...c1)ym=(dy...d\) natura-
les impares. Si v > max{2h— 1,h+k+ 1}, tenemos
que:

B(n2Y —m) = B(n) — B(m)+vVv

B[(n2¥ —m)*] = B(n*) + B(m*) — B(mn) + v —1.

Demostracion: Notemosque ¢y =d,=1=c1 =d,.
Ademds, n2" = (ck...c10y)), por lo que:
l’l2v —m= (Ck.. .C]O(v)) - (dh. . .d])
= (Cka,1 e C2C/1 l(vfh)d;zd;hl .. .déd1>.

Como ¢ = dj = 1, tenemos que ¢} +dj, = ¢, +dj,
(pues ¢, =0=d,). Asi:

B(n2" —m)
Bl(ckcr—1--.caci Ly_pydpdy_y - ..dydy)]
Bl(ckck—1-..coctly_pydydy,_; ...dyd})]
= B(n)+v—B(m).

Supongamos que n’> =

(}’2]1}’2]1_1 . ..I"l) y mn = (Sk+hsk+h—l .. .S]). Es facil
ver que (n2¥ —m)? = (n?2%V + m?) — nm2V*!;
ademads, notemos que sy, = 1 = gy = rop.

(quq2k-1---q1), m* =

Por hipétesis, 2h < v+ 1y k+h < v—1. Por lo tanto
(n2Y —m)? es igual a

/ / /
(q2k - - 929, Loy—k—n—1)Skqn - - 52510y 1-2m) P20 - - - 71 ),
entonces

B[(n2" —m)*| = B(n®) +B(m*)+v—1—B(mn). =

Como una propiedad particular del lema anterior,
podemos enunciar el siguiente corolario.

Corolario 3 Si B(n*) =2B(n) —1y Vv > k+2, en-
tonces 2Vn— 1 es del tipo (2,1,2).

Demostracion: En este caso, 4 = m = 1. Entonces,
v2max{2-1-1,1+k+1} =max{1,2+k} =k+2.
Por lo tanto, en virtud del lema anterior:

B(2'n—1)=B(n)+v—1

BI(2"n— 17
= B(n®)+1-B(n)+v—1
= B(n)+v—-1. =m

Otro corolario que se puede enunciar al lema anterior
es el siguiente:

Corolario 4 Sea n un natural impar. Sea m = 2" — 1
tal que n < m. Si v > 2h+ 1, entonces:

B(n2Y —m)=B(n)+v—nh

B[(n2Y —m)* ] =B(n*)+v—1.

Demostracion: Sean = (ck...cy). En principio, ca-
be destacar que m = (1;)); ademds, se puede ver que

k < h (lo cual claramente implica que n < 2"). Como
v > 2h+1=max{2k—1,h+k+ 1}, en virtud del
lema anterior, tenemos que:

B(n2" —m) = B(n) —B(m)+v =B(n)+v —h.

Ahora, como n < 2", tenemos, en virtud del lema 6,
que:

B(nm) = B[n(2" —1)] = h.

Por otro lado, en virtud del teorema 12, B(m?) = h.
En consecuencia:
B[(n2" —m)?]
= B(n*)+B(m*)—B(mn)+v—1
Bn)+h—h+v—-1=Bn*)+v—-1. =m
Con las hipétesis adecuadas, se pueden construir cier-

tos ndmeros para los cuales es fécil calcular su suma
de digitos.
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Lema 9 Sean= (cick—1 ...c1) un natural impar. Su-
pongamos que B(n*) > 2B(n) + 1. Entonces, existen
vy h € N tales que, para n' =n2" — (2" — 1), tene-
mos que B[(n')?] = 2B(n’) — 1.

Demostracion: Sea h = k+ 1; entonces n < 2" — 1.
Sea v =B(n?) —2B(n) +2h,luego v =2h+a /a >
1. Es importante sefialar que v < 4k + 2. Asi, las
hipétesis del corolario 3 se cumplen, por lo que
B(n')=B(n)+v—hy:

B[(n)?] = B@n*)+v-1

= 2B(n)+v—-2h+v—1
= 2B(n)+2v 2h—1
(/

= 2B(n')— ]

El siguiente lema nos muestra que existen ciertos
ndmeros para los cuales podemos acotar la suma de
digitos de su cuadrado.

Lema 10 Sean = (cic—1 - ..
tural. Sea ng = (cxCr—1 - -
B|[(n9)?*] > 2B(ng)+1.

c1) > 1 un niimero na-
-€10(1) 10241y 1). Entonces

Demostracién: Notemos que ng = (n2F! 4
1)2%+2 1 1. Asi,como n < 2%, podemos aplicar el
lema 7, concluyendo que:

B(ng) = B [(nZkH 1) 1}

= Bm2"" +1)+1
= B(n)+2.

Al aplicar el lema 7 nuevamente, obtenemos lo si-
guiente:

B [(no)z}
= B { {(nZk'H 4+ 1)2%+1 4 1] 2}

= B[(nZk'H—I—l)Z} +B(n2M 1) +1
= B(n*)+B(n)+1+B(n)+1+1

= B(n®)+B(ny)+B(ng) +1

> 2B(np)+1. m

Observacion 4 Con las hipdtesis del lema anterior,
se puede ver también que ny < n*.

En lo que sigue, demostraremos uno de los teorema
principales del trabajo de Melfi el cual nos da una
cota para la funcién que cuenta los nimeros (2,1,2).

= B(n?)}.

Teorema 12 Sea p(N) =#{n <N / B(n)
Entonces, tenemos que p(N) > N%0%,

Demostracion: Sea n = (cicx—1...c;) un natural
impar. Mostraremos que para una constante A que no
depende de n, es posible construir un conjunto de n
nimeros (2,1,2) distintos que no excedan a An*°

Consideremos los n ndmeros n; = 2K + i para i =
1,...,n. Obviamente, tenemos que n; < 4n. Para todo
i, por el lema 10, existe un ng; <K (n,')4 tal que sus
primeros k+ 1 digitos son los mismos que los de n; y
tal que B [(no;)?| > 2B(no,) + 1.

: ! 5
Ahora, por el lema 9, existe un g ; < (n,;)” tal que
sus primeros k digitos son, de nuevo, los mismos de

ny tal que B [(n()l)z} = 2B(ng,;) — 1.

Finalmente, por el corolario 3 existe un n{) , < (nf ;)
k) kl
cuyos primeros digitos binarios son los mismos de n

y tal que B [(no ;) ] B(ng,).
n,)* < [(n0,)°] ’ &
{ [(ni)4]5}2 < n, -

Este resultado es mejorado por Hare et al., Teorema
1.2, pdg. 1739 en [11],

Asi, tenemos que ng; < (

#{n <N : B(n®) =B(n)} > N'/".
En la préxima seccién describimos la conjetura refe-

rente al comportamiento asintdtico de los niimeros
(2,1,2).

6. Conjetura de Melfi
En su trabajo [15], Melfi plantea la conjetura de que

p(n) =#{l <N: B(l) = B(I*)} ~n*,

para algin o € R. En ese mismo trabajo, utilizando
argumentos probabilisticos, calcula de manera apro-
ximada el valor de . A continuacién detallamos los
argumentos.

Sea n = (cxck—1...c1) € N. Podemos suponer que
cada c; es una variable aleatoria Bernoulli; i.e., es
una funcién ¢; : Q — {0,1}, donde (Q,F,P) es un
espacio de probabilidad y la funcidn de probabilidad

FARAUTE de Ciencias y Tecnologia, 15(1-2), 2020. 60



Algunas propiedades de la suma de digitos binarios.

Hernandez et al.

puntual estd dada por:
P({{w/ci(w)=1}) =
P({{w/ci(w)=0}) =

N =N =

Por lo tanto, la funcién B (n(w)) = ¥*_, ¢;(w) es una
variable aleatoria binomial cuya funcién de distribu-
cién puntual estd dada por:

P({w/ B(n(w)) =1})
= (lf 1>21k para n(w) € [25,25T1).

Ahora, demostraremos que las distribuciones de B(n)
y B(n?) son binomiales denotamos la distribucién
binomial de paramétros N y p por Bin(N, p).

Proposicién 2 Si 28 < n < 251, entonces B(n) —
1 ~ Bin(k,3).

Demostracion: Sea n = (cxyc...czc1). Entonces
n=Y ! c;21, donde 41 = 1. Luego, B(n) se pue-
de expresar como B(n) = 1 +B(m), donde m = n —2F
y B(m) ~ Bin(k, 3). ]
Proposicién 3 Si 2% < n? < 2%F1 entonces
B(n*) — 1 ~ Bin(2k,}). Si 221 < n? < 2242, en-
tonces B(n*) — 1 ~ Bin(2k+1,1).

Demostracion: La misma se deduce de la proposi-
cién anterior. |

Utilizando la notacién que introdujimos antes y pres-
cindiendo de @ tenemos que:

pgln) xP(B(n) :B(nz),l’LE [2k’2k+1)>.

Si suponemos que la conjetura de Melfi es cierta:

noc—l
~ P(B(n):B(nz),nG[2]‘,2k+1))
k
= ;P(B(n):l,B(nz):l)
k
< YPBm=N)PB(@)=1). (20

~
Il
—_

La desigualdad (20) es cierta debido a la submultipli-
catividad de la funcién B.

Para calcular el valor en (20), necesitamos calcular
la distribucion de B (nz); ésto lo hacemos en el lema
siguiente.

Lema 11

IP’(B (nz) :l) _ <2lk—+11> n (12_k1>

92k+1 22k

Demostracion: Definamos los conjuntos:
{B(n*(w)) =1}
{02k+1 (nz(w)) = 1}.

Entonces, por la regla de la probabilidad total:

A =
B:

P(A) = P(ANB) +P(ANB°)
= P({B(n") =lcos1 (n*) =1})
+ P({B(n*) =1,cus1 (n*) =0}).

Pero, como en el segundo caso n? € [2% 2%+1) y
Cok+1 (nz) =0, tenemos que ¢y (nz) =1, por lo que:

Wl ()

22k+1 22k

Analicemos mads a fondo el resultado obtenido en el
lema anterior. Como n? € [2%2%1)  tenemos que
242 (n?) = 0. Recordemos que suponemos que los
Ci (nz) son variables aleatorias independientes Ber-
noulli, por ello, al recordar que, para la primera frac-
cioén, cop41 (nz) = 1, podemos reescribir la primera

fraccion como
2k
1\/—-1
2 22%k+2

En la segunda fraccién, tenemos que cpg+2 (nz) =0y
cak+1 (n?) = 0. En consecuencia, la segunda fraccion
2k
-1

se puede reescribir como —smr

En virtud de las observaciones anteriores, el resultado
del lema anterior se puede expresar asi:

2k 2k
1\/-1 I-1) [ 2k 3
2 D2%k+2 + 2k+2 T \j—1/) \ 22k+3 | °
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Con ayuda de un computador, se puede comprobar
que, para valores grandes de &, 2%% ~ 2%%; incluso,
para k = 2, la diferencia entre ambos valores es de
0,0078125 ~7,81-1073, y a medida que & se incre-
menta, el error disminuye. En conclusién, podemos
decir que:

G0) (2 _(2)

22k+1 22k 22k+1

21

Si se supone que las variables aleatorias B(n) y
B (n?) son independientes, la desigualdad en (20)
se transforma en una igualdad. Esta suposicion en ge-
neral no es cierta, porque para valores de n pequefios,
la cantidad B (n) y B (n?) es pequeiia, lo que indi-
ca que estas variables no son independientes, pero
Melfi afirma que si B (n) > \/loga(n), este fendmeno
tiende a desaparecer.

Procedamos ahora a calcular o. Como B (n) es una
variable aleatoria binomial, si n € [25,2€*1), tenemos

que P(B(n)=1)= <lf1>

s Ahora, sustituyendo lo
antes expresado y la ecuacién (21) en (20), tenemos:

)

22k+1 2k

B 1 Zkl 2k k
I L AV VANES VA

Y ahora, aplicando la identidad de Vandermonde,
k
tenemos que n%~ ! ~ 2%% ( ' > Luego, tomando

logaritmos en la ecuacién anterior, y tomando n = 2:
o—1 3k
[zn(zk)} ~ —(3k+ 1)in(2) + In [(kﬂ

Después, haciendo despejes, encontramos que:
1 1 3k
—1)In(2) =~ — —)n(2)+ - .
(a—1)in(2) (3+k)ln( )+kln[<k>]

Esto, a su vez, implica que:

(4]

o=

Por lo tanto, tomando el limite cuando k — oo, con-
cluimos lo siguiente:

! 1 [/3k
~ 2 lim -1 .
* +ln(2)k5§k”[<k>]

Recordemos que, por la férmula de Stirling:

()] = ]

= 3kin(3) —2kin(2).

(22)

De donde:

I ll 3k
1m —in
k—oo k k

1
= lim  [3kin(3) - 2kIn(2)]
= 3In(3)—2In(2).

Por lo que, sustituyendo en (22), obtenemos que:

o~ -2+

e 3in(3) — 2In(2)] = 0,75488.

7. Ecuaciones con numeros (2,1,2)
En esta seccion se considera cuando la ecuacion

B(n) =B(n*) =k (23)
tiene infinitas soluciones en n para un k € N dado.
Hare, Laishram y Stoll en [11] resolvieron todos los
casos con la excepcién de k € {9,10,11,14,15}.

La principal motivacién para considerar la ecua-
cién (23) proviene del trabajo [14] de Madritsch
y Stoll, quienes demostraron que (B(n?)/B(n)),>1
es denso en RT. Esto se basa en un resultado
de [19], incluido en la seccién 4, que dice que
liminf, .. B(n?)/B(n) = 0. Dado que el tamafio pro-
medio de B(n?) es el doble que el de B(n) (véase [2]),
la ecuacién (23) concierne a un conjunto peculiar
de enteros. En particular, para ciertos valores de k
la ecuacion admite infinitas soluciones impares n 'y
para otros valores de k solo hay un niimero finito.
Uno de los resultados de Hare, Laishram y Stoll [11]
establece que existen familias paramétricas infinitas
de soluciones para k = 12,13 y k > 16. En el otro
caso, solo hay un nimero finito de soluciones para
k < 8. Por ejemplo, para s(n) = s(n*) = 8, solo hay
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64 soluciones en enteros impares y la solucién mas
grande es n = 266335 (véase [11], tabla 2.).

Estos resultados se basan en un algoritmo que mane-
ja todas las ordenaciones posibles de los exponentes
en n? cuando n se escribe como una suma de un pe-
queiio nimero de potencias de 2. Como el algoritmo
trata (de manera exhaustiva) todos los casos, el méto-
do de [11] permitié determinar explicitamente todas
las soluciones para k < 8. El tiempo de ejecucion
del algoritmo, sin embargo, se dispara para valores
mads grandes de k y ellos conjeturan por argumen-
tos heuristicos de que solo hay un ndmero finito de
soluciones para k € {14,15}.

En [1] se demuestran, utilizando un nuevo lema de
factorizacion combinatoria, dos algoritmos y resulta-
dos recientes en [12], que las soluciones correspon-
dientes a las ecuaciones k € {9,10,11} son finitas,
esto se logra a través de un estudio de casos.

8. Conclusiones

= Se realizaron las demostraciones de las conoci-
das propiedades algebraicas de B(n), subaditi-
vidad y submultiplicatividad. Estas propieda-
des tienen aplicaciones en anélisis de comple-
jidad.

= Se verific6 que la base binaria minimiza
asintticamente S(r,n)/n, con implicaciones
en disefios de estructuras de datos que permi-
ten el manejo de grandes nimeros, mejorar la
velocidad de cifrado, descifrado, el almacena-
miento y bisqueda de claves.

= Se sabe que los nimeros representables por
la terna (2,1,2) tienen densidad positiva, ya
que se cumple que p(n) > n'/!°. No obstante,
persisten algunas incégnitas fundamentales: en
primer lugar, si el exponente 1/19 es éptimo,
y en segundo, la demostracién definitiva de la
conjetura de Melfi.

= Queda abierto caracterizar el nimero de so-
luciones de B(n) = B(n*) = k para los casos
k € {14,15}. En [1] se conjetura que este con-
junto de soluciones es finito.
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El formato del manuscrito debe seguir las siguientes recomendaciones:

e Tipo de letra: Times New Roman 12 ptos, a excepcion del titulo en espafiol.

e Texto del articulo a doble columna a excepcidn del titulo, la informacion del(os) autor(es) y el
resumen.

e Espaciado: simple

e  Tamaio de papel: Carta con margenes justificado de 2,5 cm por cada lado.

e Los articulos deben constar de las siguientes secciones:

o Titulo: en espaiiol e inglés. El titulo en espaiiol debe ser en letra Times New Roman, tamafio
14, en mayusculas, negritas, centrado. Dejando una linea de por medio, en letra tamafio 12,
el titulo en inglés, negrita, en mayusculas Unicamente las iniciales de los nombres,
pronombres, verbos, adjetivos y adverbios.

Informacion del(os) autor(es). Colocar el primer nombre completo, inicial del segundo,
primer apellido completo e inicial del segundo, en mayuscula y centrado. En la siguiente linea
colocar la direccion fisica de los autores y en la dltima linea la direccién de correo electrénica.
Emplear superindices numéricos para la identificacion de los autores y sus respectivas
direcciones. En caso de que varios autores posean correos electrénicos bajo un mismo
dominio, utilizar el formato siguiente {loginl, login2, ... loginn}@dominio. Ejemplo:

{sardito, hvasquez, jrodrigu} @uc.edu.ve

o Resumen: maximo de 150 palabras a una sola columna justificada, sin incluir referencias
bibliograficas. Luego colocar entre tres (03) y cinco (05) palabras clave en orden alfabético
(el resumen y las palabras clave deben incluirse en idioma inglés).

o Introduccién.
o Cuerpo del articulo: Materiales y métodos (en caso de ser necesario), resultados y discusion.

o Conclusiones (opcional).



o Agradecimientos (opcional).
o Bibliografia. Las referencias bibliograficas serdn listadas en orden alfabético, incluirdn
primer apellido, inicial del nombre y en caso de ser varios autores, inicial del nombre seguido

del primer apellido, afio de publicacion, titulo de la obra o del trabajo citado (se debe colocar
en mayuscula solo la letra inicial de la primera palabra). Ejemplos segtin sea el caso:

e  Publicaciones periddicas: Autor. Afio. Titulo del articulo. Nombre de la Revista abreviada. Volumen
(Ndmero): paginas.

Baum, L. E., T. Petrie, G. Soules & N. Weiss. (1970). A maximization tecnique occuringin the statistical
analysis of a probabilistic functions of Markov chains. Ann. Math. Stat. 41(1):164—171.

e Libros: Autor. Afo. Titulo del libro. Casa editora. Ciudad.
Bernardo, J. & A. Smith. (1994). Bayesian theory. Wiley. New York.

e Libros colegiados: Autor. Afio. Titulo del capitulo. In: Titulo del libro (editores), paginas. Casa
editora. Ciudad.

Steyermark, J. (1994). Aspectos morfolégicos del Parque Nacional Morrocoy. In: Flora del Parque Nacional
Morrocoy (B. Manara, ed.), 66-103. Fundacién Instituto Botanico de Venezuela y Agencia Espafola de
Cooperacion Internacional. Caracas, Venezuela.

e  Proceddings o memorias: Autor. Afio. Nombre del Evento. Institucién donde se realizé el mismo.
Ciudad. Pafs. Paginas.

Toyota, M. (1999). Caracterizag@o quimica e citologica como subsidios a taxonomia de grupos-problema.
VIII Reunido brasileira de ficologia. Sociedade brasileira de ficologia. Pernambuco. Brasil. 41.

e  Tesis o trabajos de ascenso: Autor. Afio. Titulo. Tipo de Trabajo. Facultad. Universidad. Ciudad,
Pais.

Vera, B. (2000). Estudio ficofloristico de la regién oriental del litoral central de Venezuela, Edo. Vargas,
Venezuela. Trabajo de ascenso a la categoria de Asistente. Facultad de Ciencias. Universidad Central de
Venezuela. Caracas, Venezuela.

e  Documento en electrénico: citar segin las indicaciones del documento electrénico o seguir los
formatos indicados en la norma ISO 690-2, disponible en la direccién:

http://www.ugr.es/~pwlac/G00_Referencias_electronicas.html

e Lasreferencias deben ser citadas en el articulo, de acuerdo a:
o Unsolo autor: se indica el primer apellido del autor seguido por el afio de la publicacion,
todo esto entre paréntesis.

..... (Vargas, 1999)....

o Dos autores: se coloca el primer apellido del primer autor, el simbolo & y el primer
apellido del segundo autor, seguidamente la fecha de publicacién; todo esto entre paréntesis.

..... (Vargas & Rodriguez, 2002).....



o Mas de dos autores: se coloca el primer apellido del primer autor, luego se coloca “ef al.”,
seguidamente la fecha de publicacion; todo esto entre paréntesis.

..... (Vega et al., 2005) .....

o  Mas de dos referencias: se coloca cada referencia de acuerdo a lo anterior, separados por
puntos y comas (;). Se deben ordenar primariamente en orden cronolégico y en segundo
lugar alfabéticamente, todo esto entre paréntesis. el primer apellido del primer autor, luego
se coloca “et al.”, seguidamente la fecha de publicacidn; todo esto entre paréntesis.

..... (Vargas, 1999; Vargas & Rodriguez, 2002; Graterol et al., 2005; Vega et al., 2005) .....
Los encabezados de cada seccion se escribirdn en negritas y deben estar enumerados.

Las figuras, fotografias, diagramas y graficos deben denominase como “Fig.”. Las tablas deben
denominarse “Tabla”. Las tablas y figuras deben enumerarse correlativamente y estar citadas en el
texto en el mismo formato anterior. Se presentardn insertas en el cuerpo del articulo y ademds se debe
entregar una copia en version digital de las mismas. Las figuras deben estar en blanco y negro o escala
de grises en formato JPEG o TIFF a una resolucién de 300 dpi. Para la entrega de la version final se
requieren las imagenes en archivos a parte.

Unidades de medida. Los valores se deben expresar en el sistema métrico decimal de acuerdo con el
Sistema Internacional de Unidades (SI). La mayoria de los simbolos se escriben abreviados, en
mindscula, salvo algunas excepciones como aquellos derivados de nombres propios, no llevan punto
y se separan del valor numérico por un espacio. Ejemplos: cm (centimetro), h (hora), °C (Celsius).

Las ecuaciones deben identificarse con un nimero entre paréntesis correspondiente a la enumeracién
correlativa de las ecuaciones. Estas deben estar en cursiva. Ejemplo:

- JJ3E
Ip=Ig=- Ic::-‘lzfm"‘ﬂfﬂ +IAD=T;
14y (1)

Las ecuaciones tienen que estar citadas en el manuscrito y deben identificarse como “Ec”.

Los algoritmos o codigos fuentes de programas se deben identificar con la palabra “Algoritmo”
seguida de un nimero correspondiente a la numeracién correlativa de los algoritmos y un titulo que lo
identifique. Estos deben respetar la identacién y en letra courier tamafio 9. Ejemplo:

(1) void * sum(void * arg) {
(2) int * p; p = (int *)arg;
(3) pthread_mutex_lock(&m);

(4) s=s+%p;
(5) pthread_mutex_unlock(&m);
©) }

Algoritmo 1. Hilo que efectda la suma.

Nombres y coordenadas geograficas. Los nombres geograficos s6lo se escriben en maytscula cuando
forman parte de un nombre propio, por ejemplo: Peninsula de Paraguana, Rio Cabriales. Las
coordenadas deben citarse utilizando las siglas correspondientes: Lat. (latitud), Long. (longitud), N
(norte), S (sur), E (este), O (oeste), ejemplo: 10°31°01 Lat. N., 67°06°10” Long. O.



Envio de manuscritos para arbitraje:
Los manuscritos iniciales deben ser enviados en formato electréonico PDF o MSWord (al menos en la version
XP) a la siguiente direccion:

farautecienciauc @ gmail.com

Hojas de estilo para articulos aceptados para su publicacion:
El arte final de los articulos aceptados para su publicacidn debe respetar todos los requerimientos anteriores.
Para ello se ponen a disposicidn de los autores las hojas de estilo correspondiente a cada formato (LATEX o

Microsoft WORD), las cuales pueden ser obtenidas electrénicamente en la siguiente direccidn electrénica:

http://www.facyt.uc.edu.ve/investigacion/faraute

Hoja de Estilos para LATEX: Hoja de Estilos para WORD:
CyT UC.sty CyT UC.doc
CyT UC.tex

Notas finales:

Los articulos serdn sometidos a arbitraje en extenso previa publicacion. Los articulos arbitrados sujetos a
modificacién, deben ser corregidos en un plazo de tres semanas para su incorporacion en el nimero
correspondiente. En caso de no ser entregados, permanecerdn por un periodo de espera de seis meses como
maximo, para la entrega de la version corregida. Una vez vencido este plazo el trabajo serd arbitrado
nuevamente previa solicitud por parte del autor.

La Revista Faraute de Ciencias y Tecnologia es el 6rgano de difusion y divulgacion de las actividades
cientificas de la Facultad de Ciencias y Tecnologia de la Universidad de Carabobo, la cual es de Acceso
Abierto No comercial (AANC).



GUIDE FOR AUTHORS

“Faraute” Journal of the Experimental Faculty of Science and Technology (Facyt) publishes original papers of
interest to a broad group of readers from the basic Science and Technology community.

A submission to Faraute UC must be the original contribution of the author(s) and must not be published
elsewhere or be under consideration for another publication in its submitted or a substantially similar form in
any language. Contributions in Spanish and English in the following categories may be submitted.

Types of contributions

e Research articles with original results in the basic science and technology. Maximum twelve (12)
pages.

e Technical notes. Maximum five (5) pages.

e Reviews. Critical surveys of specific field of science and technology in which existing published
information is analyzed and discussed. Maximum twenty (20) pages.

e Articles of special guest. Maximum five (5) pages.

e Letters to the editor regarding technical observations of articles published in the journal.

Preparation of text:

The format of the manuscript must follow the following recommendations:

o Type of letter: Times New Roman size 12, except the title in Spanish.

e  Text of the article in double columns, except the title, the information of the author(s) and the
abstract..

e Spacing: single,

e  Size of paper: letter, with justified margins of 2.5 cm on either space.

e The article must have the following sections:

o Title: In Spanish and English. The title in Spanish must be in Times New Roman, size 14, in
capital letters, bold, centered, leaving one line size 12 between. The title I English will be
bold; capital letters are to be used only for the initial the names, pronouns, verbs, adjectives
and adverbs. Cursive words are allowed, only when referring to the scientific name of a
species. For example:

DETERMINACION Y CARACTERIZACION PARCIAL DE PROTEASAS
OBTENIDAS DEL FRUTO DE Thevetia ahouai (L.) A.DC.

o Information of the author(s). Place the first name, initial of the second one, last name and
initial of the second one, in capital letters and centered. In the following line place the physical
address of the authors, and in the last line the electronic address. Use numeric super indexes
to identify authors and their addresses. In case of various authors having electronic addresses
under the same domain, use the following format: {loginl, login2, ... loginn}@domain. For
example:

{sardito, hvasquez, jrodrigu} @uc.edu.ve




o Abstract: The abstract must contain a maximum of 150 words in one column, justified,
without including bibliographic references. Afterwards, add between three (3) and five (5)
keywords in alphabetical order.

o Introduction: This section should provide a comprehensible statement of the problem, a
relevant literature of the subject, and the proposed approach or solution.

o Body of the article: The paper may include a section of material and methods, if necessary,
and must contain both a result and a discussion section.

o Conclusions: A conclusions section is optional.
o Acknowledgments: This section is also optional.

o Bibliography: Bibliographical references will be listed in alphabetical order. They will
include, for the first author, first surname and initial of the first name. For the rest of the
authors, if there are any, initial of first name followed by first surname. After the authors
names it follows the year of publication in parenthesis. The next information should be the
title of the work referenced. Only the first letter of the first word should be in capital letters.
Examples of possible referenced works are given in the following paragraphs:

e Periodic publications: Author or authors. Year. Title of the article. Abreviated name of the
publication (in italics). Volume (Number): pages.

Baum, L. E., T. Petrie, G. Soules & N. Weiss. (1970). A maximization tecnique occuringin the statistical
analysis of a probabilistic functions of Markov chains. Ann. Math. Stat. 41(1):164—171.

e Books: Author or authors. Year. Title of book. Publishers. City.

Bernardo, J. & A. Smith. (1994). Bayesian theory. Wiley. New York.

e Collaborative books: Author or authors. Year. Title of chapter. In: Title of book (editors), pages.
Publishers. City.

Steyermark, J. (1994). Aspectos morfolégicos del Parque Nacional Morrocoy. In: Flora del Parque Nacional
Morrocoy (B. Manara, ed.), 66-103. Fundacién Instituto Botanico de Venezuela y Agencia Espafiola de
Cooperacion Internacional. Caracas, Venezuela.

e Proceedings or memoirs: Author or authors. Year. Name of presentation. Name of the Event.
Institution where the event took place. City. Country. Pages.

Toyota, M. (1999). Caracteriza¢do quimica e citologica como subsidios a taxonomia de grupos-problema.
VIII Reunido brasileira de ficologia. Sociedade brasileira de ficologia. Pernambuco. Brasil. 41.

e Thesis or promotion research projects: Author or authors. Year. Title. Type of work. Faculty.
University. City, Country.

Vera, B. (2000). Estudio ficofloristico de la region oriental del litoral central de Venezuela, Edo. Vargas,
Venezuela. Trabajo de ascenso a la categoria de Asistente. Facultad de Ciencias. Universidad Central de
Venezuela. Caracas, Venezuela.



e Document in electronic format: Cite according to indications of the electronic document or follow
the formats indicated the norm ISO 690-2, available in the address:

http://www.ugr.es/~pwlac/GO0_Referencias_electronicas.html

e The references must be cited in the article according to:

o One author: Indicate the first surname of the author followed by the year of publication, all
in parenthesis.

..... (Vargas, 1999)....

o Two authors: indicate the first surname of the first author, the symbol & and the surname
of the second author, followed by the year of publication, all in parenthesis.

..... (Vargas & Rodriguez, 2002).....

o  More than two authors: Indicate the last name of the first author, the add “et al.”,
followed by the year of publication, all in parenthesis.

..... (Vegaetal., 2005) .....

o More than two references: Write each reference according to the previous information,
separated by semi-colons (;). They should be sorted chronologically firstly and them
alphabetically, all in parenthesis.

..... (Vargas, 1999; Vargas & Rodriguez, 2002; Graterol et al., 2005; Vega et al., 2005) .....
e The headings of each section must be written in bold, and should be numbered.

e Figures, photographs and graphics should be indentified “Fig.”. Tables should be called “Table”.
These words should be placed under the figure or table aligned to the left. There should follow a
description, in Times New Roman letters, size 10. The tables and figures must be numbered
correlatively and be cited in the text in the same previous format.

o  Figures will be inserted in the body of the article, and a digital copy should be handed in. They shoul
be in JPEG or TIFF, a resolution of 300 dpi, and the file should be name as “Fig”, followed bythe
corresponding number of the article.

e Units of measure. The values must be expressed in the decimal metric system, according to the
Systeme International d “Unités (SI). Most symbols are abbreviated, in common letters, except in some
cases, as those derived from proper names, they do not take a period, and are separated from the
numeric value by a space. Examples: cm (centimeter), h (hour), °C (Celsius).

e Equations must be identified with a number in parenthesis corresponding to the correlative numbers
of the equation. These must be in cursive. For example:



- JAJ3IE
fp=lg=- IC=A2IAJ+AIAE+IAD=T;
1 4 (1)

To refer these equation in the manuscript should be identified as “Eq”.

e  Algorithms or codes of program sources must be identified with the word “Algorithms”, followed by
a number corresponding to the correlative number of the algorithms and the title identifies it, all
centered in a placed I the lower part. Each line must be numbered as show below. These must respect
indentation and be in “Courier” size 9. Example:

(1) void * sum(void * arg) {
(2) int * p; p = (int *)arg;
(3) pthread_mutex_lock(&m);

(4) s=s+*p;
(5) pthread_mutex_unlock(&m);
6) }

Algorithm 1. Hilo que efectda la suma.

e Names and geographical coordinates. Geographical names are only written in capital letters when they
are part of a proper name, for example: Peninsula de Paraguana, Rio Cabriales. Coordinates must be
cited using the corresponding abbreviation: Lat. (latitude), Long. (length), N (north), S (south), E
(east), W (west), for example: 10°31°01” Lat. N., 67°06°10” Long. O.

Sending manuscripts for arbitration:

The initial manuscripts must be sent in PDF or MSW electronic format to the following address:

farautecienciauc @ gmail.com

Style pages for articles accepted for publication:

The final art of the article accepted for publication must respecta Il the previous requirements. Therefore, the
authors are offered the style pages that correspond to each format (LATEX or Microsoft WORD), which can
be obtained at the following electronic address: http://www.facyt.uc.edu.ve/investigacion/faraute

For LATEX style pages: For WORD style pages:
CyT UC.sty CyT UC.doc
CyT UC.tex

Final notes:

The articles will undergo complete arbitration prior to publication. The arbitrated articles subjected to
modifications, must be corrected in three weeks to be included in the corresponding number. In case they are
not turned in they will be held for a maximum of six months, awaiting for the corrected version. Once that
period expires the article will be subjected to arbitration again upon the author’s request.

Faraute de Ciencias y Tecnologia is the organ of diffusion and dissemination of the scientific activities of the
Facultad de Ciencias y Tecnologia of the Univerisdad de Carabobo, which is Non-commercial Open Access
(AANC).
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