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Editorial

Cinco Sabores Matemáticos: Una Degustación Teórica y Aplicada.

Se presenta un volumen especial de la revista FARAUTE de la Facultad Experimental de Ciencias y
Tecnoloǵıa de la Universidad de Carabobo, destinado a la divulgación de contribuciones recientes en
disciplinas matemáticas. Este número reúne cinco art́ıculos de investigación que abarcan las áreas de
álgebra, análisis y métodos numéricos, los cuales reflejan la diversidad de la producción investigativa
de la institución. Los trabajos incluidos son resultado de colaboraciones entre grupos de investigación y
tienen como objetivo apoyar la difusión de conocimiento cient́ıfico de alta calidad.

Todos los manuscritos que componen este volumen fueron sometidos a un riguroso proceso de evaluación
bajo la modalidad de doble ciego, con al menos dos revisores especialistas por art́ıculo. Este procedimiento
garantiza la originalidad, solidez y claridad de las contribuciones, asegurando aśı el estándar de excelencia
que caracteriza a la revista FARAUTE.

A continuación, se presenta un resumen conciso del contenido de este volumen especial:

El art́ıculo “Modelo axiomático de una nueva técnica para la descomposición en fracciones

simples”, por Franzyuri Hernández y Esteban Flores, aborda una de las operaciones más fundamentales
del álgebra y el análisis matemático. Si bien la descomposición en fracciones simples es una herramienta
indispensable en campos como el cálculo integral, las transformadas de Laplace y la teoŕıa de control, los
métodos convencionales —basados en la igualación de coeficientes que deriva en sistemas de ecuaciones
lineales— adolecen de una creciente ineficiencia computacional al enfrentarse a denominadores de alto
grado, ráıces múltiples o factores cuadráticos irreducibles.

Frente a esta limitación, los autores presentan una contribución paradigmática: un modelo axiomático
innovador que redefine el enfoque tradicional. La técnica propuesta se sustenta en tres pilares fundamen-
tales:

1. Un principio algebraico basado en sustituciones estratégicas que, en lugar de requerir la solución de
un sistema de ecuaciones, permite la determinación directa y expedita de los coeficientes mediante
un proceso de inspección sistemática.

2. La construcción de un marco teórico riguroso que, a partir de axiomas y teoremas sobre polinomios
y divisibilidad, no solo valida el método sino que también garantiza su generalidad y corrección
para cualquier caso válido.

3. El diseño de un algoritmo optimizado expĺıcitamente para manejar de manera eficiente los escenarios
más complejos, como ráıces repetidas o polinomios de alto orden, reduciendo significativamente la
carga operacional y el potencial de error.

Este trabajo trasciende la mera presentación de un “truco” algebraico; establece los cimientos formales
de una metodoloǵıa superior, ofreciendo a estudiantes y profesionales que se desarrollen en el campo
de las matemáticas una herramienta más poderosa, elegante y computacionalmente eficiente para una
operación matemática ubicua.

En “Estudio comparativo: método gráfico vs. Newton-Raphson en redes de flujo”, Enrique
Flores, Antoinette Freites y Arqúımedes González abordan un problema central de la ingenieŕıa mecánica.
Este art́ıculo presenta un análisis comparativo riguroso entre el método gráfico y el método de Newton-
Raphson para la resolución de redes de flujo de fluidos, espećıficamente para el cálculo de caudales en
tubeŕıas. El estudio se basa en tres casos de estudio de complejidad creciente, tomados de la literatura
técnica, que difieren en el número de tubeŕıas y nodos que componen la red.
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Para cada caso, se calcularon los caudales mediante ambos métodos y se evaluó su precisión en compa-
ración con los valores de referencia reportados. La métrica de evaluación consistió en el cálculo de los
errores relativos individuales de cada caudal y, de manera global, en la suma de los cuadrados de los
errores relativos para cada red.

Los resultados demuestran que, si bien ambos métodos proporcionan aproximaciones satisfactorias, exis-
ten diferencias significativas en su desempeño. Se observó que la magnitud del error relativo vaŕıa consi-
derablemente dependiendo del método empleado y de la tubeŕıa espećıfica analizada. Contrario a lo que
podŕıa esperarse de un método numérico de segundo orden como Newton-Raphson, el método gráfico
mostró un desempeño general superior en los casos estudiados. Este método consiguió errores relativos
inferiores al 1% en la mayoŕıa de los caudales calculados y registró el menor valor de la suma de errores
cuadráticos en dos de los tres casos, lo que sugiere una robustez notable para este tipo de problemas de
ingenieŕıa.

Luis Rodŕıguez, en su trabajo “Cuatro ecuaciones recurrentes que debes conocer”, trasciende
el mero listado sugerido por el t́ıtulo para presentar una revisión metodológica unificada y elegante. El
art́ıculo propone y aplica un marco de resolución basado en el análisis del núcleo (kernel) del operador
lineal de retardo para abordar ecuaciones en diferencias lineales de segundo orden. La potencia y gene-
ralidad de este método abstracto son demostradas de manera pedagógica a través de la resolución de
cuatro problemas clásicos y aparentemente diśımiles: el problema de la ruina del jugador, la sucesión de
Fibonacci, una aproximación griega a

√

2 y el conocido problema de las torres de Hanói. El autor demues-
tra de manera convincente cómo la formulación matemática de cada uno de estos problemas conduce al
estudio de una estructura común subyacente, la cual es elucidada eficientemente mediante este enfoque
operacional. Este trabajo no solo ofrece soluciones, sino que proporciona a estudiantes e investigadores
una herramienta teórica poderosa y unificadora para el campo de las ecuaciones en diferencias.

La contribución de Carlos Cadenas y Ángel Padilla, “Resolución de sistemas lineales complejos

simétricos provenientes de discretizar la ecuación de Helmholtz 1D”, se sitúa en el corazón
del análisis numérico aplicado a problemas de propagación de ondas. Los autores abordan el desaf́ıo
computacional de resolver eficientemente los sistemas lineales complejos simétricos no-hermitianos que
surgen de la discretización de la ecuación de Helmholtz 1D mediante el método de elementos finitos
discontinuo local Galerkin (LDG).

Tras presentar de manera concisa el problema modelo y la formulación LDG clásica que deriva en un
sistema acoplado de ecuaciones en diferencias, el trabajo se centra en la etapa cŕıtica de la solución
algebraica. La investigación propone y realiza un análisis comparativo de dos métodos de subespacios
de Krylov espećıficamente diseñados para explotar la estructura compleja simétrica del sistema. Este
estudio comparativo evalúa el desempeño de estos solucionadores iterativos en términos de convergencia y
eficiencia computacional, con el objetivo de identificar la metodoloǵıa óptima para este tipo de problemas.
El art́ıculo culmina presentando los resultados de exhaustivas pruebas numéricas que validan el enfoque
propuesto y demuestran la superioridad de una de las estrategias iterativas para alcanzar una solución
precisa de manera rápida y efectiva.

Finalmente, Armando Hernández, Aldo Reyes y Luis Rodŕıguez cierran el volumen con “Algunas

propiedades de la suma de d́ıgitos binarios”. Este estudio se enmarca en la intersección entre
la teoŕıa de números, la combinatoria y la informática teórica. Los autores profundizan en el análisis
de la función suma de d́ıgitos, explorando y demostrando nuevas propiedades, identidades o cotas re-
lacionadas con este objeto matemático, cuya relevancia trasciende lo teórico al tener implicaciones en
criptograf́ıa y teoŕıa de la computación.
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rigor académico del volumen. Asimismo, se extiende el agradecimiento al Dr. José Gregorio Marcano
Chivico, Decano de la Facultad Experimental de Ciencias y Tecnoloǵıa, al Editor Jefe de FARAUTE y
al equipo editorial por el apoyo loǵıstico y el profesionalismo demostrado durante el proceso de edición
y publicación.

Se espera que este volumen especial sirva como material de referencia para la comunidad académica y
como incentivo para colaboraciones investigativas futuras en el ámbito matemático.
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Resumen
La descomposición en fracciones simples constituye una herramienta fundamental en el análisis

matemático, con aplicaciones crı́ticas en cálculo integral, transformadas de Laplace y ecuaciones

diferenciales. Su relevancia se extiende a disciplinas como la Teorı́a de Control, las Matemáticas

Discretas y el análisis de Series Telescópicas. No obstante, los métodos tradicionales —que dependen

de la resolución de sistemas de ecuaciones lineales mediante igualación de coeficientes— enfrentan

limitaciones significativas en eficiencia computacional, especialmente al manejar denominadores de alto

grado, raı́ces múltiples o factores irreducibles. Este artı́culo introduce un modelo axiomático innovador

para la descomposición en fracciones simples, el cual elimina la necesidad de resolver sistemas de

ecuaciones. La técnica propuesta se fundamenta en: a) un principio algebraico basado en sustituciones

estratégicas, que permite obtener los coeficientes de la descomposición mediante inspección directa,

b) un marco teórico riguroso, respaldado por propiedades de polinomios y divisibilidad, que garantiza

la generalidad del método y c) un algoritmo optimizado para casos complejos (ej. raı́ces repetidas o

denominadores de orden superior), reduciendo la carga computacional.

Palabras Clave: Descomposición en fracciones simples, modelo axiomático, técnica alternativa.

Axiomatic model of a new technique for decomposition into simple fractions

Abstract
Simple fraction decomposition is a fundamental tool in mathematical analysis, with critical applications

in integral calculus, Laplace transforms, and differential equations. Its relevance extends to disciplines

such as Control Theory, Discrete Mathematics, and Telescoping Series analysis. However, traditional

methods—which rely on solving systems of linear equations by equating coefficients—face significant

limitations in computational efficiency, especially when dealing with high-degree denominators, multiple

roots, or irreducible factors. This paper introduces an innovative axiomatic model for simple fraction

decomposition, which eliminates the need to solve systems of equations. The proposed technique

is based on: a) an algebraic principle based on strategic substitutions, which allows obtaining the

coefficients of the decomposition by direct inspection; b) a rigorous theoretical framework, supported

by polynomial and divisibility properties, which guarantees the generality of the method; and c) an

algorithm optimized for complex cases (e.g., repeated roots or higher-order denominators), reducing

the computational burden.

Keywords: Alternative technique, axiomatic model, decomposition into simple fractions.
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Modelo axiomático de una nueva técnica para la DFS. Hernández y Flores

1. Introducción

La descomposición en fracciones simples (en

adelante, DFS) es una herramienta fundamental en

el análisis matemático, esencial para simplificar

integrales, resolver ecuaciones diferenciales y

estudiar funciones racionales en ingenierı́a y ciencias

aplicadas. Sin embargo, los métodos tradicionales

utilizados para realizar dicha descomposición

como, por ejemplo, el método de coeficientes

indeterminados (en adelante, MCI), basados en

sistemas de ecuaciones lineales, pueden volverse una

tarea muy engorrosa [8], ser tediosos y propensos

a errores en casos con denominadores de alto

grado o raı́ces múltiples [6] y [12]. En este

contexto, surge la necesidad de explorar técnicas

alternativas que optimicen el proceso, eliminando la

dependencia de sistemas de ecuaciones y agilizando

los cálculos sin sacrificar precisión [3]. Este artı́culo

propone un enfoque innovador para el desarrollo

del proceso de DFS y a través de un modelo

axiomático, se demuestra cómo esta metodologı́a

no solo simplifica procedimientos algebraicos,

sino que también mejora las posibilidades de

resolución en áreas como: el cálculo integral, el

control de sistemas y el procesamiento de señales;

ofreciendo una perspectiva más eficiente y una

propuesta creativamente seductora para estudiantes,

investigadores y profesionales (ver [3] y [4]).

2. Bases Teóricas para la DFS

Esta sección presenta el marco teórico fundamental

que sustenta la investigación, estructurado a partir

de contribuciones clave en el análisis matemático

de fracciones simples. El desarrollo conceptual se

basa principalmente en los trabajos de: [2] para

el tratamiento axiomático de descomposiciones

racionales, [7] en lo concerniente a optimización de

procesos algebraicos, y [6, 12] respecto a métodos

computacionales alternativos. Complementariamente,

se incorporan los fundamentos analı́ticos de [11]

sobre aplicaciones en ecuaciones diferenciales,

el enfoque clásico de [9] para casos especiales

con polinomios de alto grado, y los recientes

avances metodológicos documentados por [3, 4].

Esta selección bibliográfica responde a su concisión

conceptual y relevancia directa con los objetivos del

presente estudio.

Descomposición en Fracciones Simples

Definición 1 (Función Polinómica) Son funciones

de la forma P(x) = c0 + c1x + c2x2 + · · · + cnxn

donde c0,c1, . . . ,cn son números reales llamados

coeficientes del polinomio; n ∈ N es un número

natural que, si cn ̸= 0, se llama grado del polinomio.

Las funciones polinómicas tienen como dominio

natural de definición la totalidad de R. Mientras

la suma, el producto y la composición de funciones

polinómicas es también una función polinómica, el

cociente de funciones polinómica da lugar a las

llamadas funciones racionales, ver [11].

Definición 2 (Función Racional) Es una función

de la forma:

R(x) =
P(x)

Q(x)
(1)

donde P (el numerador) y Q (el denominador) son

polinomios y Q no es el polinomio constante igual

a 0. La función R tiene como dominio natural de

definición el conjunto {x ∈R : Q(x) ̸= 0}. Obsérvese

que las funciones polinómicas son también funciones

racionales (con denominador constante igual a 1).

Sumas, productos y cocientes de funciones racionales

son también funciones racionales; y la composición

de dos funciones racionales es también una función

racional [11].

Definición 3 (Fracción Propia) Se dice que una

función racional R(x) = P(x)/Q(x) es una fracción

(o función) propia, si el grado del polinomio P(x)
es menor que el grado del polinomio Q(x). En caso

contrario, la fracción (o función) se llama impropia,

ver [2].

Definición 4 (DFS) Si R(x) es una función impropia,

entonces usando el algoritmo de la división, R(x)
puede expresarse en la forma:

R(x) = c(x)+
r(x)

Q(x)
(2)

donde c(x), r(x) y Q(x) son polinomios en x, y

además el grado del numerador r(x), es menor que

el grado del denominador Q(x). Esto significa que

(al menos teóricamente), toda fracción impropia

puede expresarse de un modo único en forma de

una suma de un polinomio y de una fracción

propia. Por esta razón, en lo siguiente solo se

FARAUTE de Ciencias y Tecnologı́a, 15(1-2), 2020. 7



Modelo axiomático de una nueva técnica para la DFS. Hernández y Flores

considerarán las fracciones propias. Teóricamente,

es posible escribir cualquier fracción racional propia

r(x)/Q(x) como una suma de expresiones racionales

cuyos denominadores son potencias de polinomios

de grado no mayor que dos. Concretamente, si

r(x)/Q(x) es una fracción propia, entonces del

Álgebra se tiene que:

r(x)

Q(x)
= N1 +N2 + · · ·+Nk
︸ ︷︷ ︸

DFS

(3)

donde, cada Ni (i = 1, . . . ,k) tiene una de las dos

formas siguientes:

A1

(ax+b)m
ó

A2x+A3

(px2 +qx+ r)n
(4)

donde los Ai ∈ R (i = 1,2,3) son coeficientes a

determinar.

La suma del lado derecho de (3) se conoce como DFS

de r(x)/Q(x) y cada Ni (i = 1, . . . ,k) es una fracción

simple (o más sencilla) en relación a r(x)/Q(x) (ver

[2], [3], [4]).

Para obtener la descomposición (3) primero se debe

expresar el denominador, Q(x), como un producto

de factores de la forma (ax + b) o expresiones

cuadráticas irreducibles de la forma (px2 + qx+ r).
Después se agrupan los factores repetidos de manera

que Q(x) quede expresado como un producto de

factores distintos de la forma (ax+b)m ó (px2+qx+
r)n; donde m,n ∈ Z

+ y q2 −4pr < 0 (es irreducible).

Después se aplican las siguientes reglas:

1. Por cada uno de los factores (ax+b)m (m ≥ 1)

la descomposición (3) contiene una suma de m

fracciones parciales de la forma:

A1

ax+b
+

A2

(ax+b)2
+ · · ·+

Am

(ax+b)m

donde cada Ai (i = 1 : m) es un número real a

determinar.

2. Por cada uno de los factores de la forma

(px2 + qx + r)n (n ≥ 1 y q2 − 4pr < 0) la

descomposición (3) contiene una suma de

fracciones parciales de la forma:

A1x+B1

px2 +qx+ r
+ · · ·+

Anx+Bn

(px2 +qx+ r)n

donde cada Ai y Bi (i = 1 : n) son números

reales a determinar.

Tomando en cuenta la factorización de Q(x) y las

reglas dadas en los incisos (1) y (2) se estudian los

siguientes cuatro casos (ver [13], [9], [10]):

Factores lineales no repetidos:

A1

a1x+b1

+
A2

a2x+b2

+ · · ·+
An

anx+bn

Factores lineales repetidos:

A1

ax+b
+

A2

(ax+b)2
+ · · ·+

An

(ax+b)n

Factores cuadráticos no repetidos:

A1x+B1

p1x2 +q1x+ r1

+ · · ·+
Anx+Bn

pnx2 +qnx+ rn

Factores cuadráticos repetidos:

A1x+B1

px2 +qx+ r
+ · · ·+

Anx+Bn

(px2 +qx+ r)n

En ese sentido; en la literatura especializada existe

una variedad de técnicas para calcular los coeficientes

Ai y Bi (i = 1 : n) como, por ejemplo, las técnicas

tradicionales: MCI y MHO que según [6, 12]

son métodos tediosos y fuentes de complicadas

identidades algebraicas [1] las cuales confunden a los

estudiantes (noveles) de un primer curso de cálculo

integral, sobre todo a aquellos con limitaciones en el

dominio de los procedimientos algebraicos básicos.

Siguiendo la idea de las técnicas para calcular los

coeficientes Ai y Bi que aparecen en los distintos

numeradores de las fracciones simples (o parciales),

en esta investigación fue concebida una técnica

alternativa con visión algebraica para calcular dichos

valores donde su principal atractivo es no requerir de

sistemas de ecuaciones durante el proceso de cálculo.

3. Dos Métodos Clásicos para la DFS

Los métodos para desarrollar una descomposición en

fracciones simples, que se muestran a continuación,

recurren al uso de sistemas de ecuaciones.

FARAUTE de Ciencias y Tecnologı́a, 15(1-2), 2020. 8
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Método de Coeficientes Indeterminados

Definición 5 (DFI) Consiste en descomponer un

polinomio, Q(x), como producto de factores de grado

uno y de factores de grado dos irreducibles:

Q(x) = (x−a1)
α1 · · ·(x−an)

αn

(x2 +b1x+ c1)
β1 · · ·(x2 +bmx+ cm)

βm . (5)

En la descomposición (5) cada a j es una raı́z

real de orden α j del polinomio Q, y los factores

cuadráticos del tipo (x2 +b jx+ c j)
β j corresponden

a raı́ces complejas conjugadas de orden β j. Tales

factores cuadráticos son irreducibles, es decir, su

discriminante es negativo o, lo que es igual, x2 +
b jx+ c j > 0 para toda x ∈ R (ver [11]).

Definición 6 (MCI) Se Escribe el cociente

P(x)/Q(x) como suma de fracciones de la siguiente

forma:

Por cada raı́z real a j de orden α j se

escriben α j fracciones cuyos numeradores son

constantes Ak j
los cuales hay que determinar,

y los denominadores son de la forma (x−a j)
k j

donde k j toma valores de 1 hasta α j.

Por cada factor cuadrático irreducible (x2 +
b jx + c j)

β j se escriben β j fracciones cuyos

numeradores son de la forma Bk j
x+Ck j

siendo

Bk j
y Ck j

constantes los cuales se deben

determinar, y los denominadores son de la

forma (x2 +b jx+ c j)
k j donde k j toma valores

de 1 hasta β j.

La descomposición queda de la forma:

P(x)

Q(x)
=

n

∑
j=1

[
α j

∑
k j=1

Ak j

(x−a j)k j

]

+

m

∑
j=1

[
β j

∑
k j=1

Bk j
x+Ck j

(x2 +b jx+ c j)k j

]

, (6)

donde habrá que calcular tantos coeficientes

como el grado del polinomio Q.

Finalmente, se reducen todas las fracciones

a común denominador [será Q(x)], y se

iguala a P(x) el numerador resultante. Esto

producirá un sistema de ecuaciones lineales

cuyas incógnitas son los coeficientes A j, B j y

C j, cuya resolución dará el valor de todos ellos

[11].

Método de Hermite-Ostrogradsky

Definición 7 (MHO) Se Escribe el cociente

P(x)/Q(x) de la siguiente forma:

P(x)

Q(x)
=

A1

x−a1

+ · · ·+
An

x−an

+

B1x+C1

x2 +b1x+ c1

+ · · ·+
Bmx+Cm

x2 +bmx+ cm

+

d

dx

[
F(x)

ϕ(x)

]

. (7)

Con

ϕ(x) = (x−a1)
α1−1 · · ·(x−an)

αn−1

(x2 +b1x+ c1)
β1−1 · · ·(x2 +bmx+ cm)

βm−1.

Los A1, . . . ,An, B1, . . . ,Bm,C1, . . . ,Cm son coeficien-

tes a determinar y, en la fracción que aparece con

una derivada, F(x) es un polinomio genérico de gra-

do uno menos que el denominador. En resumen, se

trata de escribir P(x)/Q(x) como suma de fracciones

simples, una por cada factor de Q(x), más la deri-

vada de un cociente, el cual tiene por denominador

Q(x) con sus factores disminuidos en una unidad y

de numerador un polinomio genérico, F(x), con co-

eficientes indeterminados de grado uno menos que

el denominador. Es importante notar la necesidad

de calcular tantos coeficientes como el grado del

polinomio Q.

Se reducen todas las fracciones a común denomina-

dor [será Q(x)], y se iguala a P(x) el numerador

resultante. Esto producirá un sistema de ecuaciones

lineales cuyas incógnitas son los coeficientes A j, B j y

C j más los coeficientes de F(x), naturalmente, prime-

ro se requiere efectuar la derivada antes de reducir

a común denominador. Finalmente, la solución del

sistema dará el valor de todos los coeficientes [11].
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4. Axiomatización de la Nueva Técnica

Proposición 1 Al realizar la DFS de la expresión:

1

(x+b2)(x+b1)
k

(8)

donde b1,b2 ∈ R y k ∈ N (k ≥ 1). El resultado es de

la forma:

k

∑
i=1

αi

(x+b1)
k−i+1

+
α0

x+b2

y los αi (∀i = 0 : k) no son obtenidos a partir de

sistemas de ecuaciones.

Demostración: Se comenzará la DFS con k = 1.

1

(x+b2)(x+b1)
.

En este caso, se hace:

1

x+b1

−
1

x+b2

=
b2 −b1

(x+b1)(x+b2)
.

De lo anterior, al multiplicar ambos miembros por la

expresión 1/(b2 −b1), se tiene:

1

(x+b2)(x+b1)
=

1

b2 −b1

(
1

x+b1

−
1

x+b2

)

.

Luego; la descomposición para k = 1 es:

1

(x+b2)(x+b1)
=

1

b2 −b1

(
1

x+b1

)

−

1

b2 −b1

(
1

x+b2

)

. (9)

En este primer caso, se tiene:

α0 =
1

b2 −b1

y α1 =
−1

b2 −b1

.

Se observa que los coeficientes α0 y α1 son obtenidos

sin usar sistemas de ecuaciones.

Ahora, se construirá la descomposición para k = 2.

1

(x+b2)(x+b1)
2
.

Sacando como factor 1/(x+b1), se obtiene:

1

(x+b2)(x+b1)
2
=

1

x+b1

1

(x+b2)(x+b1)
.

Al usar la descomposición (9), en la expresión

anterior, se tiene:

1

(x+b2)(x+b1)
2
=

1

b2 −b1

1

(x+b1)
2
−

1

b2 −b1

1

(x+b1)(x+b2)
.

Usando nuevamente la descomposición (9) se tiene:

1

(x+b2)(x+b1)
2
=

1

b2 −b1

1

(x+b1)
2
−

1

b2 −b1

[
1

b2 −b1

(
1

x+b1

)

−
1

b2 −b1

(
1

x+b2

)]

.

Finalmente, la descomposición para k = 2 es:

1

(x+b2)(x+b1)
2
=

1

b2 −b1

1

(x+b1)
2
−

1

(b2 −b1)
2

1

x+b1

+
1

(b2 −b1)
2

1

x+b2

. (10)

Veamos la descomposición para k = 3.

1

(x+b2)(x+b1)
3
.

Lo anterior puede escribirse como:

1

(x+b2)(x+b1)
3
=

1

x+b1

1

(x+b2)(x+b1)
2
.

Al usar la descomposición (10) y aplicar la propiedad

distributiva se tiene:

1

(x+b2)(x+b1)
3
=

1

b2 −b1

1

(x+b1)
3
−

1

(b2 −b1)
2

1

(x+b1)
2
+

1

(b2 −b1)
2

1

(x+b1)(x+b2)
.

Usando la descomposición (9), se tiene:

1

(x+b2)(x+b1)
3
=

1

b2 −b1

1

(x+b1)
3
−

1

(b2 −b1)
2

1

(x+b1)
2
+
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1

(b2 −b1)
2

[
1

b2 −b1

(
1

x+b1

)

−
1

b2 −b1

(
1

x+b2

)]

.

Luego, la descomposición para k = 3 viene dada por:

1

(x+b2)(x+b1)
3
=

1

b2 −b1

1

(x+b1)
3
−

1

(b2 −b1)
2

1

(x+b1)
2
+

1

(b2 −b1)
3

1

x+b1

−

1

(b2 −b1)
3

1

x+b2

. (11)

Si se repite el mismo procedimiento es posible arribar

a la expresión para la descomposición del caso

general:

1

(x+b2)(x+b1)
k
=

k

∑
i=1

(−1)i+1

(b2 −b1)
i

1

(x+b1)
k−i+1

+

(−1)k

(b2 −b1)
k

1

x+b2

. ■ (12)

Este proceso con enfoque inductivo es suficiente para

probar la proposición 1, donde los coeficientes vienen

dados por:

α i =
(−1)i+1

(b2 −b1)
i
(i = 1 : k)

y

α0 =
(−1)k

(b2 −b1)
k
.

En la construcción de la prueba, se observa

cláramente que ninguno de los coeficientes de la DFS

fue obtenido a partir de sistemas de ecuaciones. Para

más detalles en el desarrollo de los cálculos ver [3].

Proposición 2 Al realizar la DFS de la expresión:

1

(x+b2)(x2 +d1x+ e1)
k

(13)

donde b2,d1,e1 ∈ R y k ∈ N (k ≥ 1). El resultado es

de la forma:

α0

x+b2

+
k

∑
i=1

βix+ γi

(x+b1)
k−i+1

y los βi,γi (∀i = 1, . . . ,k) y α0 no son obtenidos a

partir de sistemas de ecuaciones.

Demostración: Se iniciará la DFS con k = 1 :

1

(x+b2)(x2 +d1x+ e1)
.

Haciendo la siguiente diferencia, se tiene:

1

x+b2

−
x+d1 −b2

x2 +d1x+ e1

=
b2

2 −d1b2 + e1

(x+b2)(x2 +d1x+ e1)
.

De lo anterior, se tiene que:

1

(x+b2)(x2 +d1x+ e1)
=

1

b2
2 −d1b2 + e1

(
1

x+b2

−
x+d1 −b2

x2 +d1x+ e1

)

.

Luego; la DFS para k = 1 es:

1

(x+b2)(x2 +d1x+ e1)
=

1

b2
2 −d1b2 + e1

(
1

x+b2

)

−

1

b2
2 −d1b2 + e1

(
x+d1 −b2

x2 +d1x+ e1

)

. (14)

En este primer caso, se obtienen los coeficientes:

α0 =
1

b2
2 −d1b2 + e1

, β1 =−
1

b2
2 −d1b2 + e1

y

γ1 =−
d1 −b2

b2
2 −d1b2 + e1

.

Como se pudo observar, los coeficientes α0, β1 y γ1

fueron obtenidos sin usar sistemas de ecuaciones. Si

se repite este procedimiento y se usa la fórmula (14)

se obtiene la construcción de la DFS para el caso

general:

1

(x+b2)(x2 +d1x+ e1)
k
=

1

(b2
2 −d1b2 + e1)

k

1

x+b2

−

k

∑
i=1

1

(b2
2 −d1b2 + e1)

k−i+1

x+d1 −b2

(x2 +d1x+ e1)
i
. ■

Donde los coeficientes que vienen dados por las

siguientes expresiones:

α0 =
1

(b2
2 −d1b2 + e1)

k
;
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βi =−
1

(b2
2 −d1b2 + e1)

k−i+1
y

γi =−
d1 −b2

(b2
2 −d1b2 + e1)

k−i+1

no fueron obtenidos a partir de sistemas de

ecuaciones, para más detalles ver [3]. De esta manera

se demuestra la proposición 2.

Lema 1 Demostrar la siguiente igualdad:

1

(x2 +d2x+ e2)(x2 +d1x+ e1)
= δ

x+d2 −b

x2 +d2x+ e2

−

δ
x+d1 −b

x2 +d1x+ e1

(15)

donde: b,d1,d2,e1,e2 ∈ R, d1 ̸= d2 y

δ =
1

(d2 −d1)(b2 −d1b+ e1)
.

Demostración:

1

(x2 +d2x+ e2)(x2 +d1x+ e1)
=

1

(d2 −d1)x− (e2 − e1)
(

1

x2 +d1x+ e1

−
1

x2 +d2x+ e2

)

.

Pero;

1

[(d2 −d1)x− (e2 − e1)] (x2 +d1x+ e1)
=

1

d2 −d1

[
1

(x+b)(x2 +d1x+ e1)

]

1

[(d2 −d1)x− (e2 − e1)] (x2 +d1x+ e1)
=

1

d2 −d1

(
1

x+b
−

x+d1 −b

x2 +d1x+ e1

)
1

b2 −d1b+ e1

.

En forma análoga;

1

[(d2 −d1)x− (e2 − e1)] (x2 +d2x+ e2)
=

1

d2 −d1
(

1

x+b
−

x+d2 −b

x2 +d2x+ e2

)
1

b2 −d2b+ e2

donde b = e2−e1

d2−d1
. No es difı́cil probar que:

1

b2 −d1b+ e1

=
1

b2 −d2b+ e2

.

De esto resulta que;

1

(x2 +d2x+ e2)(x2 +d1x+ e1)
=

1

d2 −d1

(
x+d2 −b

x2 +d2x+ e2

−
x+d1 −b

x2 +d1x+ e1

)
1

b2 −d1b+ e1

=

δ
x+d2 −b

x2 +d2x+ e2

−δ
x+d1 −b

x2 +d1x+ e1

■ (16)

donde δ = 1
(d2−d1)(b2−d1b+e1)

. Ver [3].

Proposición 3 Al realizar la DFS de la expresión:

1

(x2 +d2x+ e2)(x2 +d1x+ e1)
k

(17)

donde d1,d2,e1,e2 ∈ R y k ∈ N (k ≥ 1). Es posible

obtener:

1

(x2 +d2x+ e2)(x2 +d1x+ e1)
k
=

µ0x+ρ0

x2 +d2x+ e2

+
k

∑
i=1

µix+ρi

(x2 +d1x+ e1)
i

sin usar sistemas de ecuaciones.

Demostración: Se hará la DFS para k = 2:

1

(x2 +d2x+ e2)(x2 +d1x+ e1)
2
.

En efecto;

1

(x2 +d2x+ e2)(x2 +d1x+ e1)
2
=

1

x2 +d1x+ e1

1

(x2 +d2x+ e2)(x2 +d1x+ e1)
=

1

x2 +d1x+ e1

(

δ
x+d2 −b

x2 +d2x+ e2

−δ
x+d1 −b

x2 +d1x+ e1

)

=

δ
x+d2 −b

(x2 +d1x+ e1)(x2 +d2x+ e2)
−

δ
x+d1 −b

(x2 +d1x+ e1)
2
= δ (x+d2 −b)
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1

(x2 +d1x+ e1)(x2 +d2x+ e2)
−δ

x+d1 −b

(x2 +d1x+ e1)
2
.

Usando el lema 1, en la última expresión, se tiene:

1

(x2 +d2x+ e2)(x2 +d1x+ e1)
2
= δ (x+d2 −b)

(

δ
x+d2 −b

x2 +d2x+ e2

−δ
x+d1 −b

x2 +d1x+ e1

)

−

δ
x+d1 −b

(x2 +d1x+ e1)
2
= δ 2 (x+d2 −b)2

x2 +d2x+ e2

−

(x+d2 −b)(x+d1 −b)

x2 +d1x+ e1

−δ
x+d1 −b

(x2 +d1x+ e1)
2
=

δ 2 +δ 2 (d2 −2b)x+(d2 −b)2 − e2

x2 +d2x+ e2

−

[δ 2 +δ 2 (d2 −2b)x+(d1 −b)(d2 −b)− e1

x2 +d1x+ e1

]−

δ
x+d1 −b

(x2 +d1x+ e1)
2
.

Finalmente, la DFS para k = 2 viene dada por:

1

(x2 +d2x+ e2)(x2 +d1x+ e1)
2
=

δ 2 (d2 −2b)x+ ε1

x2 +d2x+ e2

−δ 2 (d2 −2b)x+ ε2

x2 +d1x+ e1

−

δ
x+d1 −b

(x2 +d1x+ e1)
2

■ (18)

donde:

ε1 = (d2 −b)2 − e2; ε2 = (d1 −b)(d2 −b)− e1

y δ =
1

(d2 −d1)(b2 −d1b+ e1)
.

Este procedimiento puede repetirse k veces y ası́

obtener la expresión que se muestra a continuación,

sin usar sistemas de ecuaciones (ver [3]).

1

(x2 +d2x+ e2)(x2 +d1x+ e1)
k
=

µ0x+ρ0

x2 +d2x+ e2

+
k

∑
i=1

µix+ρi

(x2 +d1x+ e1)
i
. ■

Teorema 1 La expresión:

1

(x+b2)
n (x+b1)

k
(19)

donde; b1,b2 ∈ R y n,k ∈ N (n,k ≥ 1), puede ser

DFS sin emplear sistemas de ecuaciones.

Demostración:

Se debe probar que, se puede escribir como:

1

(x+b2)
n (x+b1)

k
=

n

∑
i=1

αi

(x+b2)
i
+

k

∑
i=1

β j

(x+b1)
j

donde αi (i= 1 : n) y β j ( j = 1 : k) se pueden obtener

sin usar sistemas de ecuaciones.

En efecto, de acuerdo a la proposición 1, se tiene:

1

(x+b2)(x+b1)
k
=

k

∑
i=1

αi

(x+b1)
k−i+1

+
α0

x+b2

donde:

αi =
(−1)i+1

(b2 −b1)
i
(con i = 1 : k) y α0 =

(−1)k

(b2 −b1)
k
.

Por lo que:

1

(x+b2)
2 (x+b1)

k
=

1

x+b2

1

(x+b2)(x+b1)
k
=

1

x+b2

[
k

∑
i=1

α i

(x+b1)
k−i+1

+
α0

x+b2

]

.

Es decir;
1

(x+b2)
2 (x+b1)

k
=

k

∑
i=1

αi

1

(x+b2)(x+b1)
k−i+1

︸ ︷︷ ︸

(A)

+
α0

(x+b2)
2
.

A cada término de la forma (A) se le puede aplicar la

proposición 1 y ası́ se obtiene una descomposición

para cada expresión de la forma:

1

(x+b2)(x+b1)
k−i+1

.

Este procedimiento puede repetirse en forma

recursiva hasta obtener una DFS (ver [3]), sin usar

sistemas de ecuaciones, para la expresión:

1

(x+b2)
n (x+b1)

k
. ■
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Teorema 2 La expresión:

1

(x+b2)
n (x2 +d1x+ e1)

k
=

n

∑
i=1

αi

(x+b2)
i
+

k

∑
j=1

µ jx+ρ j

(x2 +d1x+ e1)
j

(20)

donde; b2,d1,e1 ∈R, n,k ∈N (n,k ≥ 1), αi,µ j,ρ j ∈
R (i = 1 : n, j = 1 : k). Puede ser DFS sin emplear

sistemas de ecuaciones.

Demostración:

La prueba se logra siguiendo las lı́neas de la

demostración del teorema 1, pero usando la

proposición 1 y 2, ver [3]. ■

Teorema 3 La expresión:

1

(x2 +d2x+ e2)
n (x2 +d1x+ e1)

k
=

n

∑
i=1

α ix+β i

(x2 +d2x+ e2)
i
+

k

∑
j=1

µ jx+ρ j

(x2 +d1x+ e1)
j

(21)

con: d2,d1,e1,e2 ∈ R, n,k ∈ N (n,k ≥ 1),
αi,βi,µ j,ρ j ∈ R (i = 1 : n, j = 1 : k). Puede

ser DFS sin emplear sistemas de ecuaciones.

Demostración:

Esta prueba se obtiene; siguiendo la demostración

del teorema 1 y usando el resultado de la proposición

3 (para más detalles ver [3]). ■

Observación 1 La maquinaria expuesta hasta

ahora es aplicable solo al caso:

1

Q(x)
. (22)

Donde;

Q(x) = (x+b1)
n1 . . .(x+bp)

np

(
x2 +d1x+ e1

)m1
. . .

(
x2 +dsx+ es

)ms
,

con: ni ∈ N, m j ∈ N y x2 +d jx+ e j irreducible en R;

para i = 1 : p y j = 1 : s.

Ahora, con el apartado siguiente los autores del

presente trabajo cubren el caso más general. A saber;

si se quisiera descomponer en fracciones simples una

expresión de la forma:

P(x)

Q(x)
. (23)

En ese sentido, para la expresión (23), se consideran

los polinomios P(x) y Q(x) con coeficientes reales.

Se llamará función racional propia a la fracción

P(x)/Q(x) donde el grado del polinomio P(x) es

menor que el grado de Q(x). Cuando P(x)/Q(x) no

es propia (impropia), de acuerdo al algoritmo de la

división de Euclides siempre se podrá escribir:

P(x)

Q(x)
=C(x)+

R(x)

Q(x)
(24)

donde: C(x), R(x) y Q(x) son tales que ahora:

R(x)

Q(x)

es una función racional propia.

Lema 2 Sea P(x)/Q(x) una función racional propia.

Y sea α una raı́z real de multiplicidad β ≥ 1 del

polinomio Q(x). En ese sentido; se puede escribir:

Q(x) = (x−α)β M(x) y M(α) ̸= 0, (25)

entonces existen A ∈ R y un polinomio P1(x) con

coeficientes reales tales que:

P(x)

Q(x)
=

A

(x−α)β
+

P1(x)

(x−α)β−1M(x)
(26)

donde
P1(x)

(x−α)β−1M(x)
también es propia.

Demostración:

Es claro que:

P(x)

Q(x)
=

P(x)

(x−α)β M(x)
.

Y no menos claro es que:

P(x)

Q(x)
=

[
P(x)

(x−α)β M(x)
−

A

(x−α)β

]

+
A

(x−α)β

de lo anterior, se infiere que:

P(x)

Q(x)
=

A

(x−α)β
+

P(x)−AM(x)

(x−α)β M(x)
︸ ︷︷ ︸

(I)

(27)
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por definición de fracción racional propia el grado

de P(x) es menor que el grado de Q(x). Es obvio

que el grado del polinomio M(x) es menor que

el grado de Q(x) (puesto que β ≥ 1) por lo que

independientemente del valor que tome “A”, la

fracción:
P(x)−AM(x)

(x−α)β M(x)

es regular. Ahora, se elije “A” de forma tal que “α”

sea raı́z del polinomio P(x)−AM(x) y, por lo tanto,

que este polinomio sea divisible por x−α , donde

α ∈ R.

En términos simples, se elije “A” con la condición de

que P(α)−AM(α) = 0. De este hecho, se infiere que

A = P(α)/M(α). Para tal elección de “A” el término

(I) del lado derecho en (27) se puede simplificar por

x−α , resultando que la fracción ha de ser del tipo:

P1(x)

(x−α)β−1M(x)
.

Como esta fracción fue obtenida con la simplificación

de una fracción racional propia con coeficientes

reales por el factor x−α , donde α ∈R, entonces ella

misma también es una función racional propia con

coeficientes reales (ver [3]). ■

Observación 2 Si los polinomios P(z) y Q(z) tienen

coeficientes complejos y z = α es una raı́z compleja

de multiplicidad β ≥ 1 del polinomio Q(z), entonces

la descomposición anterior también ocurre; pero el

“A” obtenido es en general un número complejo.

Lema 3 Sea
P(x)
Q(x) una fracción racional propia. Si el

número complejo z1 = a+ ib con a, b ∈R (b ̸= 0), es

una raı́z de multiplicidad α ≥ 1 del polinomio Q(x),
es decir:

Q(x) = (x2 + px+q)αQ1(x),

donde: Q1(z1) ̸= 0 y x2 + px+ q = (x− z1)(x− z1),
entonces existen números reales M, N y el polinomio

P1(x) con coeficientes reales, tales que:

P(x)

Q(x)
=

Mx+N

(x2 + px+q)α
+

P1(x)

(x2 + px+q)α−1Q1(x)
︸ ︷︷ ︸

(I)

donde, la fracción (I) también es propia.

Demostración:

P(x)

Q(x)
=

P(x)

(x2 + px+q)αQ1(x)
.

Es claro que:

P(x)

Q(x)
=

Mx+N

(x2 + px+q)α
+

P(x)

(x2 + px+q)αQ1(x)
−

Mx+N

(x2 + px+q)α
.

Lo anterior puede escribirse como:

P(x)

Q(x)
=

Mx+N

(x2 + px+q)α
+

P(x)− (Mx+N)Q1(x)

(x2 + px+q)αQ1(x)
︸ ︷︷ ︸

(A)

donde, el término (A) es una fracción propia.

Se escogerá a “M” y “N” de tal forma que el

numerador de la fracción (A) sea divisible por:

x2 + px+q = (x− z1)(x− z1).

Para ello; basta elegir a “M” y “N” de forma tal que

z1 y z1 sean raı́ces de la expresión:

P(x)− (M x+N)Q1(x).

De ésto se tiene que; este polinomio es divisible por

x2 + px+q y en ese sentido:

P(z1)− (M z1 +N)Q1(z1) = 0.

De donde:

M z1 +N =
P(z1)

Q1(z1)

donde, Q1(z1) ̸= 0.

Sea z1 = a+ ib y
P(z1)

Q1(z1)
= A+ iB, entonces

A+ iB = M z1 +N = M(a+ ib)+N.

De lo anterior, es posible inferir que:

M =
B

b
y N = A−

a

b
B.

Para estos valores de “M” y “N” el polinomio:

P(x)− (M x+N)Q1(x)

es divisible por la expresión x2 + px + q. Luego,

simplificando el término (A) se logra obtener una

fracción propia con coeficientes reales ([3]) del tipo:

P1(x)

(x2 + px+q)α−1Q1(x)
. ■
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Observación 3 A veces conviene dependiendo del

problema, aplicar alguna de las dos opciones

siguientes o incluso combinarlas:

Opción 1 Se escribe la expresión (23) como:

P(x)

Q(x)
= P(x) ·

1

Q(x)
︸ ︷︷ ︸

(A)

después, se aplica la DFS con la nueva técnica al

factor (A), lo siguiente es efectuar el producto de

P(x) por cada término de la descomposición de 1
Q(x) .

Este producto está formado por términos de la forma:

pi(x)

(aix+bi)ti
ó

p j(x)

(c jx2 +d jx+ e j)s j
.

Si el grado del numerador, en alguna de las fracciones

anteriores, es mayor o igual al grado del denominador

hay que hacer la respetiva división para luego,

agrupar a los términos semejantes.

Opción 2 Expresar P(x) como sumas de:

(aix+bi)
ki y/o (c jx

2 +d jx+ e j)
d j .

Luego simplificar. Con esto, cada término obtenido

es más sencillo de descomponer.

En general; esta última opción es la más sencilla y

óptima, no obstante, a veces es conveniente combinar

ambas opciones (para más detalles ver [3]).

5. Implementación de la Nueva Técnica

Problema 1 Realizar la DFS, sin la necesidad de

implementar sistemas de ecuaciones, de la expresión:

P(x)

Q(x)
=

2x4 + x3 +4x2 +1

(x2 +1)2(x−1)
. (28)

Solución:

Caso 1

Q1(x) = (x2 +1)2 y α = 1.

De acuerdo al lema 2 es fácil ver que A = P(1)
Q1(1)

= 2.

Luego;

P(x)

Q(x)
=

2

x−1
+

2x4 + x3 +4x2 +1−2(x2 +1)2

(x2 +1)2(x−1)
=

2

x−1
+

x3 −1

(x2 +1)2(x−1)
.

Factorizando y simplificando, se tiene la DFS:

P(x)

Q(x)
=

2

x−1
+

(x−1)(x2 + x+1)

(x2 +1)2(x−1)
=

2

x−1
+

x2 + x+1

(x2 +1)2
=

2

x−1
+

1

x2 +1
+

x

x2 +1)2
. □

Caso 2

Q1(x) = x−1,z1 = a+ ib = i ⇒ a = 0 y b = 1.

De acuerdo al lema 3, es fácil ver que:

A+ iB =
P(i)

Q1(i)
=

2i4 + i3 +4i2 +1

i−1
= i,

por lo que; A = 0, B = 1. De lo anterior, se tiene que:

M = 1 y N = 0.

Por lo tanto;

P(x)

Q(x)
=

x

(x2 +1)2
+

2x4 + x3 +4x2 +1− x(x−1)

(x2 +1)2(x−1)
=

x

(x2 +1)2
+

2x4 + x3 +3x2 + x+1

(x2 +1)2(x−1)
.

Pero de acuerdo al lema 3, el polinomio

2x4 + x3 +3x2 + x+1 es divisible por x2 + 1.

En efecto, al realizar esta división resulta:

P(x)

Q(x)
=

x

(x2 +1)2
+

2x2 + x+1

(x2 +1)(x−1)
︸ ︷︷ ︸

(I)

. (29)

Aplicando nuevamente el lema 3, pero al término (I):

P∗(x)

Q∗(x)
=

2x2 + x+1

(x2 +1)(x−1)
.

El nuevo P(x) es 2x2 + x+1 y Q1(x) es x−1.

zi = a+ ib = i ⇒ a = 0 y b = 1.

Por el lema 3 se observa que:

A+ iB =
P(i)

Q1(i)
=

−2+ i+1

i−1
= 1,

de donde; A = 1 y B = 0. Luego, se tiene que:

M = 0 y N = 1.
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Por lo tanto;

P(x)

Q(x)
=

1

x2 +1
+

2x2 + x+1− (x−1)

(x2 +1)(x−1)
=

1

x2 +1
+

2x2 +2

(x2 +1)(x−1)
.

Al simplificar, se tiene que:

P∗(x)

Q∗(x)
=

1

x2 +1
+

2

x−1
. (30)

Se sustituye (30) en (29) se tiene la DFS deseada:

P(x)

Q(x)
=

2

x−1
+

1

x2 +1
+

x

(x2 +1)2
. □

Problema 2 El siguiente problema fue extraı́do del

[9] y el mismo consiste en calcular la integral:

∫ [
x4 +4x3 +11x2 +12x+8

(x2 +2x+3)2(x+1)

]

dx. (31)

Para calcular la integral (31) es necesario la DFS de:

x4 +4x3 +11x2 +12x+8

(x2 +2x+3)2(x+1)
.

El desarrollo se limitará a realizar solo la DFS y,

la misma, se hará con el método sugerido por [9]

(MCI y Evaluación). También, se trabajará con la

técnica propuesta en este artı́culo y ası́ se hará la

comparación entre los métodos utilizados.

Usando el método sugerido en [9]:

x4 +4x3 +11x2 +12x+8

(x2 +2x+3)2(x+1)
=

Ax+B

(x2 +2x+3)2
+

Cx+D

x2 +2x+3
+

E

x+1
.

Lo anterior puede escribirse como:

x4 +4x3 +11x2 +12x+8

(x2 +2x+3)2(x+1)
= (x+1)

[
Ax+B

(x2 +2x+3)2
+

Cx+D

x2 +2x+3

]

+E.

Al sustituir por x =−1 se tiene que E = 1.

Basta comparar los numeradores.

x4 +4x3 +11x2 +12x+8 = (Ax+B)

(x+1)+(Cx+D)(x3 +3x2 +5x+3)+

E(x4 +4x3 +10x2 +12x+9).

Para obtener el siguiente sistema de ecuaciones:







C+E = 1

3C+D+4E = 4

A+5C+3D+10E = 11

A+B+3C+12E = 12

(32)

Al resolver el sistema (32) se obtiene la siguiente

solución:

A = 1, B =−1, C = 0 y D = 0.

De esta forma se han encontrado los coeficientes de

cada una de las fracciones más simples. □

El siguiente paso serı́a integrar. Ese paso no se hará

como ya se habı́a comentado, el único interés es

determinar los coeficientes y comparar la técnica de

este artı́culo con el método propuesto en [9].

Usando la técnica propuesta en este artı́culo:

x4 +4x3 +11x2 +12x+8

(x2 +2x+3)2(x+1)
=

(x2 +2x+3)2 +(x+1)(x−1)

(x2 +2x+3)2(x+1)
. (33)

Al simplificar el lado derecho de (33) se obtiene:

x4 +4x3 +11x2 +12x+8

(x2 +2x+3)2(x+1)
=

1

x+1
+

x−1

(x2 +2x+3)2
.

De donde:

A = 1, B =−1, C = 0, D = 0 y E = 1. □

6. Conclusiones

La descomposición en fracciones simples puede ser

una tarea muy engorrosa. Explorar métodos alternati-

vos de descomposición que agilicen el proceso puede

ser muy útil para que la descomposición en fraccio-

nes simples no parezca tan abrumadora. Compren-

der los conceptos básicos, aprender algunos atajos
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y saber cuándo usarlos es esencial para ser compe-

tente, seguro y eficiente al resolver problemas de

descomposición en fracciones simples [8].

La principal contribución de la técnica mostrada en

este artı́culo radica en su eficiencia superior: ésta

evita por completo la construcción y resolución

de sistemas lineales, simplificando el proceso a

operaciones algebraicas elementales. Esto no solo

acelera los cálculos, sino que también minimiza

errores comunes cometidos generalmente por

estudiantes noveles al utilizar métodos tradicionales.

En ese sentido, la implementación de una técnica

alternativa que evite el uso de sistemas de ecuaciones

en la descomposición en fracciones simples resulta

fundamental, ya que optimiza los procesos de

cálculo, reduce errores y agiliza, por ejemplo, la

simplificación de integrales complejas. Además,

esta mejora metodológica no solo facilita el

análisis de funciones racionales, sino que también

amplı́a su aplicabilidad en áreas como el cálculo

avanzado, las ecuaciones diferenciales y la ingenierı́a,

contribuyendo ası́ a un enfoque más eficiente y

accesible en el estudio de las matemáticas aplicadas

y teóricas.

Por otro lado, se destaca que esta nueva técnica no

solo optimiza procesos computacionales, sino que

también amplı́a las posibilidades pedagógicas en la

enseñanza de matemáticas avanzadas [5], al ofrecer

un camino más intuitivo y menos mecánico para la

DFS, en esa dirección, dos estudios recientes (ver

[3] y [4]) han demostrado que la implementación de

esta nueva técnica —la cual evita el uso de sistemas

de ecuaciones—, en comparación con técnicas

tradicionales como: MCI y MHO, no solo fomenta

actitudes más positivas en estudiantes universitarios,

sino que también potencia significativamente su

pensamiento algebraico. Estos hallazgos sugieren que

su aplicación podrı́a contribuir de manera efectiva a

la mejora del rendimiento académico, posicionándola

como una prometedora herramienta del álgebra para

la enseñanza del cálculo.
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Resumen
En este trabajo se presenta la comparativa del empleo del método gráfico con el empleo del método

de Newton-Raphson para calcular los caudales que atraviesan las tuberı́as en tres casos distintos de

redes a través de las cuales fluye agua. Se toman tres casos de la bibliografı́a considerando distintas

cantidades de tuberı́as en cada caso. Se determinan los errores relativos de los caudales determinados,

y se calcula la suma de los cuadrados de los errores relativos en cada caso estudiado. Se determina

que tanto el método gráfico como el método de Newton-Raphson ofrecen buenas aproximaciones a los

resultados reportados en la bibliografı́a, que las magnitudes de los errores relativos calculados pueden

diferir significativamente según el método empleado, y que el método que tuvo un mejor desempeño

en los casos estudiados es el método gráfico, ofreciendo en la mayorı́a de los caudales calculados

un error relativo menor al 1% y teniendo el menor valor de la suma de los cuadrados de los errores

relativos en dos de los tres casos estudiados.

Palabras Clave: Errores relativos, método gráfico, método de Newton-Raphson, redes de flujo de

fluidos.

Comparative study: graphical method vs. Newton-Raphson in flow networks

Abstract
This paper presents a comparison of the graphic method with the Newton-Raphson method for cal-

culating the flow rates through pipes in three different cases of networks through which water flows.

Three cases from the literature are taken, considering different numbers of pipes in each case. The

relative errors of the determined flow rates are calculated, and the sum of the squares of the relative

errors is calculated for each case studied. It is determined that both the graphical method and the

Newton-Raphson method provide good approximations to the results reported in the literature, that the

magnitudes of the calculated relative errors can differ significantly depending on the method employed,

and that the method that performed better in the studied cases is the graphical method, offering in most

of the calculated flows a relative error of less than 1 % and having the lowest value of the sum of the

squares of the relative errors in two of the three cases studied.

Keywords: Fluid flow networks, graphical method, Newton-Raphson method, relative errors.
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1. Introducción

Tal como se indica en [22], los sistemas de conduc-

ción de fluidos en plantas industriales por lo gene-

ral comprenden innumerables tuberı́as, muchas de

ellas entre si formando redes. Destacan entre estas

las redes en forma de malla, cuyas tuberı́as forman

circuitos y están intercomunicadas; donde no es posi-

ble a priori establecer el sentido de flujo en todas las

tuberı́as que conforman la red.

En [14] se señala que el análisis de una red de flujo,

se pueden considerarse como elementos constituti-

vos esenciales los indicados a continuación: Resis-

tencias (tuberı́as y accesorios), Fuentes/Sumideros

(Tanques) y Turbomáquinas (Bombas o compresores

encargados de mover fluidos). Se indica, además, que

resolver una red de flujo consiste en establecer el cau-

dal que circula en cada uno de los tramos de tuberı́a

que conforma la red de flujo. En [4] , [9] , [14], [17]

se afirma que la resolución de la red se basa en el

cumplimiento de la ecuación de continuidad (ley de

conservación de la masa) en todo el sistema, y del

cumplimento del balance de energı́a (primera ley de

la termodinámica) en cada tramo de la red; requi-

riendo el planteamiento de un sistema de ecuaciones

cuyo carácter en general es no lineal, el cual pudiera

ameritar para su resolución el empleo de métodos

numéricos; y que si el tamaño de dicho sistema es

grande, pudiese requerir el apoyo de un computador.

En [6] se señala como métodos numéricos iterati-

vos comúnmente usados para la resolución del siste-

ma de ecuaciones previamente nombrado al método

de Hardy-Cross, el método de Newton-Raphson, el

método Lineal, y el método del gradiente; estable-

ciéndose para cada uno de estos métodos sus ventajas

y desventajas. En [18] se indican software que pue-

den ser empleados para la resolución de redes que

transportan agua tales como KYPIPE2, que emplea

el método lineal; EPANET, que emplea el método del

gradiente y WaterCAD que emplea el método del gra-

diente. En [1] y [21] se afirma que el software Pipe

Flow Expert emplea el método de Newton-Raphson.

En [8] se muestra que en una actividad didáctica pro-

puesta a los estudiantes cursantes de una asignatura

donde se imparten métodos de resolución de redes de

flujo los software utilizados por dichos estudiantes en

la actividad son PipeFlow Expert, EPANET y Water-

Cad; y en [7] y [8] se indica a su vez que el software

mayormente utilizado en la Universidad de Carabobo

es Pipe Flow Expert.

La bibliografı́a existente muestra, además de los

métodos iterativos previamente citados, métodos

gráficos para la resolución de redes. En [17] se señala

que las metodologı́as gráficas son simples expresio-

nes gráficas de procedimientos analı́ticos de resolu-

ción de redes que tienen como ventaja permitir una

visualización fı́sica de los aspectos hidráulicos de los

sistemas de tuberı́as; indicando a su vez que dichas

metodologı́as se basan en el trazado de las curvas de

operación hidráulica de los elementos constitutivos

de la red; y la combinación de estas para la obtención

de los caudales que atraviesan cada tramo de la red.

En [15] se muestra un método denominado Método

Descriptivo basado en el trazado de curvas carac-

terı́sticas de tramos de una red de tuberı́as para el

cálculo del caudal que atraviesa cada tramo. En [14]

se muestra un método gráfico basado en el concepto

denominado Sistema Equivalente.

En [11] se presenta un software que en particular

permite el análisis de redes de flujo, mediante la apli-

cación de métodos gráficos, desarrollado para funcio-

nar en plataformas computacionales bajo el sistema

operativo Windows, presentando dificultades en su

instalación y funcionamiento en versiones distintas

para la que fueron desarrollados. En [20] se muestra

el desarrollo de una herramienta computacional mul-

tiplataforma para la simulación de la dinámica del

flujo transitorio en procesos de vaciado y llenado de

tanques en redes de flujo; sin la capacidad de resolver

redes de flujo. En [8] se muestra el uso de algunos

software para la resolución de al menos una red de

flujo; indicándose en un bajo porcentaje de casos

la resolución de la misma red empleando métodos

gráficos, y sin realizar comparativa de los resultados

obtenidos usando el software con los obtenidos usan-

do el método gráfico. Es de destacar que el software

más empleado en [8] fue Pipe Flow Expert; y que

la resolución con el método gráfico se hizo sin el

apoyo de graficador computarizado alguno. En [1] se

realiza el análisis de una red de distribución de agua

estudiando similitudes y disparidades en los resul-

tados obtenidos mediante la aplicación del método

de Hardy Cross y el método de Newton Raphson,

observándose diferencias en los resultados arrojados

por cada método atribuidas al enfoque particular de

cada método.
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En el presente trabajo se muestra una comparativa de

los resultados obtenidos mediante el uso del método

gráfico descrito en [14] y mediante el uso del méto-

do de Newton-Raphson en la resolución de redes de

flujo de fluidos. Se persigue determinar si existen di-

ferencias significativas entre los resultados obtenidos,

e indicar si uno de estos dos métodos se constituye

como el mas exacto en casos de estudio reportados

en la bibliografı́a relacionado con el tema.

2. Bases teóricas

En esta sección se presenta un breve resumen de la

teorı́a que sustenta al presente trabajo. Se inicia con

la presentación de los conceptos relacionados con el

método gráfico para la resolución de redes de flujo,

tomando como referencia lo plasmado en [14].

Conceptos asociados a las redes de flujo de

fluidos

La ley de conservación de la masa para un proceso

de flujo incompresible y de régimen permanente en

un tramo de tuberı́a establece que el caudal Qi que

entra a la tuberı́a es igual al caudal Qo que sale de la

tuberı́a; esto es:

Qi = Qo = Q.

Para flujo incompresible y régimen permanente en un

punto denominado nodo, en el que confluyen M+N

tuberı́as, donde Qi representa un caudal de entrada al

nodo y Q0 representa un caudal de salida del nodo,

se tiene:

M

∑
i=1

Qi =
N

∑
i=1

Qo. (1)

Sea P la presión, V la magnitud de la velocidad pro-

medio, y z la altura en un punto del tramo de tuberı́a.

Sea γ el peso especı́fico de un fluido a la temperatura

del mismo, y sea g la aceleración de gravedad. Se

define como disponibilidad H a:

H =
P

γ
+ z+

V 2

2g
. (2)

Considere un proceso de flujo incompresible y régi-

men permanente a temperatura constante en un tramo

de tuberı́a donde no existe transferencia de calor ni

se efectua ningún tipo de trabajo. Considere la sec-

ción de entrada 1 y la sección de salida 2 de dicho

tramo. La ley de conservacion de la energı́a para este

proceso establece que:

H2 = H1–h f12. (3)

El término h f12 representa la pérdida por fricción en

el tramo de tuberı́a, el cual se puede calcular mediante

diversas ecuaciones; entre estas, se tiene la ecuación

de Darcy – Weisbach:

h f12 = f
L

D

V 2

2g

siendo f el factor de fricción, L la longitud del tramo,

D el diámetro hidráulico de la tuberı́a, y el término V 2

2g

tiene el mismo signficado que en (2). Valores de h f12

para tuberı́as nuevas de acero comercial catalogado

con la cédula 40 se encuentran tabulados para distin-

tos diámetros de tuberı́a y para distintos caudales en

[12] cuando el fluido es agua a 15 °C.

Conceptos asociados al método gráfico para

resolver redes de flujo de fluidos

La curva de comportamiento de un fluido que atra-

viesa un tramo de tuberı́a está formada por los pares

(Q,h f12) para un determinado fluido y un determina-

do tramo de tuberı́a. La representación gráfica de esta

curva se hace en el plano Q−H tal como se muestra

en la figura 1.

Dadas dos tuberı́as que transportan el mismo fluido y

que se acoplan en serie, el arreglo en serie de estas

dos tuberı́as transportan el mismo caudal. La curva de

comportamiento de este arreglo en serie se determina

sumando las pérdidas de ambas tuberı́as a caudal

constante (ver figura 2). Esto es válido para n tuberı́as

acopladas en serie.

Dadas dos tuberı́as que transportan el mismo fluido y

que se acoplan en paralelo, cada tuberı́a del arreglo en

paralelo tienen la misma pérdida por fricción. La cur-

va de comportamiento de este arreglo en paralelo se
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Figura 1. Curva de Comportamiento. Fuente: propia.

Figura 2. Curva de Comportamiento arreglo en serie.

Fuente: propia.

determina sumando los caudales de ambas tuberı́as a

disponibilidad constante (ver figura 3). Esto es válido

para n tuberı́as acopladas en paralelo.

Una fuente o sumidero es un reservorio de disponibili-

dad constante para cualquier caudal que se considere.

El acople de una fuente o sumidero a una tuberı́a

produce una curva de comportamiento con pendiente

positiva o curva de comportamiento con pendiente

negativa en el plano Q−H dependiendo de la rela-

ción que exista entre la disponibilidad de la fuente o

sumidero y la disponibilidad del extremo de la tuberı́a

no acoplada a la fuente o sumidero. El conjunto de

pares (Q,H) se obtiene mediante la aplicacion de la

ecuacion (3) entre la fuente o sumidero y el extremo

de la tuberia. (ver figura 4).

Figura 3. Curva de Comportamiento arreglo en

paralelo. Fuente: propia.

Figura 4. Curva de Comportamiento acople fuente o

sumidero - tuberia. Fuente: propia.

El sistema equivalente consiste en un único acople de

una fuente o sumidero a una tuberı́a que representa

a un conjunto de acoples de fuente o sumidero con

sus respectivas tuberı́as que confluyen en un punto

común de empalme. Para determinar el sistema equi-

valente, se asignan distintos valores de disponibilidad

comunes a los acoples de fuente o sumidero con sus

respectivas tuberı́as, y se realiza la suma algebrai-

ca de los caudales que atraviesan cada tuberı́a. El

conjunto de pares formados por los resultados de la

sumas algebraicas de caudales calculados y la dispo-

nibilidad correspondiente a dicha suma, representan

la curva de comportamiento del sistema equivalente.

La figura 5 muestra la construccion de la curva del

sistema equivalente que representa el flujo desde un

punto común de empalme hacia dos fuentes.

El punto de intersección entre dos curvas de compor-
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Figura 5. Curva de Comportamiento de un sistema

equivalente. Fuente: propia.

tamiento de sistema equivalentes únicos que conflu-

yen en un punto común, donde uno de los sistemas

equivalentes tiene una curva de comportamiento de

pendiente positiva, y el otro sistema equivalente tiene

una curva de comportamiento de pendiente negati-

va, se denomina punto de trabajo. A partir del punto

de trabajo, es posible determinar los caudales que

atraviesan cada tramo de tuberı́a que conformó a su

vez cada sistema equivalente. El método gráfico para

resolver redes de flujo consiste en la determinación

de caudales a partir del punto de trabajo que surge de

la intersección de las curvas de sistemas equivalen-

tes con pendientes distintas. Los caudales calculados

deben satisfacer la ecuación (1) en cada nodo de la

red, y deben satisfacer la ecuación (3) en cada tramo.

La figura 6 muestra el cálculo de los caudales que

atraviesan los tramos de una red a través del método

gráfico.

Trazador cúbico (Spline cúbico). Geogebra

En [16] se establece que dados N +1 puntos (x0,y0),
(x1,y1),...,(xn,yn) cuyas abscisas están ordenadas de

manera creciente en el intervalo [x0,xn] definen una

función S(x) denominada trazador cúbico para dichos

puntos si existen N polinomios cúbicos Sk(x) que

pueden ser escritos en términos de coeficientes sk,0 ,

sk,1 , sk,2 y sk,3 como:

Figura 6. Cálculo de caudales usando el método

gráfico. Fuente: propia.

S(x) = Sk(x) = sk,0 + sk,1(x− xk)+

sk,2(x− xk)
2 + sk,3(x− xk)

3

para x ∈ [xk,xk+1] y k = 0,1, . . . ,N −1 que verifican

las siguientes propiedades:

I. S(xk) = yk para k = 0,1, . . . ,N.

II. Sk(xk+1) = Sk+1(xk+1) para k = 0,1, . . . ,N −2.

III. S′k(xk+1) = S′k+1(xk+1) para k = 0,1, . . . ,N −2.

IV. S′′k (xk+1) = S′′k+1(xk+1) para k = 0,1, . . . ,N −2.

S(x) es un polinomio cúbico a trozos que interpola los

datos, que tiene primera y segunda derivada continua.

Un trazador cúbico es también conocido como spline

cúbico.

En [13] se emplea el spline cúbico para el trazado

de la curva de comportamiento de una bomba centri-

fuga de tipo axial, y para el trazado de la curva de

comportamiento de un arreglo de bombas centrifugas

acopladas en paralelo, concluyéndose que el spline

cúbico trazado en cada caso correlaciona los datos

eficientemente y efectivamente sin importar que tan

aleatorio parezca el conjunto de puntos dado; pu-

diéndose identificar a partir del spline cúbico trazado

las zonas donde no se recomienda la operación de las
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bombas dadas y con esto evitar excesivo consumo de

potencia y/o daño a las bombas.

En el marco del empleo del método gráfico para la

resolución de redes de flujo, para la representación

gráfica de una curva de comportamiento de un deter-

minado fluido que atraviesa una tuberı́a en el plano

Q−H pueden emplearse distintos polinomios de in-

terpolación. En los casos de estudio correspondientes

a este trabajo, se emplea el spline cúbico para el tra-

zado de dichas curvas. Dicho trazado se hace con

el apoyo del software Geogebra. En [2] se indica

que Geogebra es un software libre de matemática

dinámica, que se encuentra disponible en múltiples

plataformas. GeoGebra permite el trazado dinámico

de construcciones geométricas, ası́ como la represen-

tación gráfica, el tratamiento algebraico y el cálculo

de funciones reales de variable real. En [19] se señala

que Geogebra se considera un Software de Geometrı́a

Dinámica, en virtud que está orientado al análisis de

problemas geométricos combinando álgebra y geo-

metrı́a, vinculando descripciones y vistas algebraicas

con geométricas. En [3] se muestra que es posible

el trazado de un spline cúbico mediante el uso de

Geogebra. Geogebra también puede usarse para las

sumas algebraicas que se hacen en forma gráfica para

la determinación de los sistemas equivalentes que

permiten la determinación del punto de operación y

el posterior cálculo de caudales.

Método de Newton Raphson para la solución

de sistemas de ecuaciones no lineales. Pipe

Flow Expert

En [16] se establece que el método de Newton- Raph-

son para sistemas de ecuaciones no lineales es una

generalización del método de Newton-Raphson para

una ecuación no lineal de una variable. Si se con-

sidera el sistema de n ecuaciones no lineales con n

incógnitas x1,x2,. . . ,xn:

F(x1,x2, . . . ,xn) = F(X) =

( f1(X), f2(X), . . . , fn(X) = (0,0, . . . ,0).

Considerando JXk
F como la matriz jacobiana de F

en el punto Xk, la aproximación Xk+1 a la solución

del sistema de ecuaciones dado se obtiene mediante

el proceso iterativo de punto fijo definido por:

Xk+1 = Xk–[JXk
F ]−1F(Xk).

En [21] se indica que el método de solución que

emplea el software Pipe Flow Expert para resolver

el sistema de ecuaciones no lineales que surgen de

modelar la red de flujo a resolver es el método de

Newton-Raphson, determinando caudales en cada

tramo y presiones en cada nodo de dicha red. En [5]

se señala que Pipe Flow Expert permite el diseño

de sistemas hidráulicos y permite, además de otros

parámetros, el cálculo de caudales que atraviesa el

fluido en cada tramo de tuberı́a que conforma dicho

sistema. En los casos de estudio correspondientes

a este trabajo, se emplea Pipe Flow Expert para el

cálculo de caudales a través del uso del método de

Newton Raphson.

3. Metodologı́a empleada y resultados
obtenidos

Se sigue la metodologı́a llevada a cabo en [5] que

consiste en resolver tres (03) redes de flujo distintas

cuyos resultados están reportados en [23], primera-

mente empleando el método gráfico con el apoyo de

la herramienta computacional multiplataforma Geo-

gebra; y posteriormente el cálculo de la solución de

la red mediante el método de Newton-Raphson em-

pleando el software Pipe Flow Expert. La representa-

ción gráfica de las curvas de comportamiento de los

tramos corresponde a un spline cúbico que se realiza

empleando el comando spline provisto por Geogebra

y descrito en [10]. Se calcula el error relativo respecto

del valor reportado en la bibliografı́a para cada cau-

dal, se realiza la suma de los cuadrados de los errores

tanto para el método gráfico como para el método de

Newton-Raphson, y se hace la comparativa de estos

resultados. A partir de los resultados obtenidos se

establece si un método en particular se constituye

como el más exacto en las tres redes resueltas.

Casos de estudio

Caso de estudio 1: Se considera una red compues-

ta por tres fuentes conectadas en un único nodo a
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Figura 7. Caso de estudio 1. Fuente: propia.

través de tuberı́as de las cuales se da la información

correspondiente a diámetros y longitudes. Esta red

corresponde al problema 2.4. enunciado en [23]. Su

esquema representado en el software Pipe Flow Ex-

pert se muestra en la figura 7.

Caso de estudio 2: Se considera una red compues-

ta por cuatro fuentes conectadas en un único nodo

a través de tuberı́as de las cuales se da la informa-

ción correspondiente a diámetros y longitudes. Esta

red corresponde al problema 1.2. enunciado en [23].

Su esquema representado en el software Pipe Flow

Expert se muestra en la figura 8.

Caso de estudio 3: Se considera una red compuesta

por cuatro fuentes; dos de estas conectadas en un

primer nodo a través de tuberı́as; las dos restantes

conectadas en un segundo nodo a través de tuberı́as;

y el primer nodo conectado al segundo nodo por una

única tuberı́a; lo que hace que la red este constituida

por cinco tuberı́as. Para todas las tuberı́as se da la

información correspondiente a pérdidas por fricción

en cada tuberı́a. Esta red corresponde al problema

4.16. enunciado en [23]. Su esquema representado en

el software Pipe Flow Expert se muestra en la figura

9.

Las Tablas 1, 2 y 3 muestran los resultados obtenidos

en cada caso. Los valores Qi representan las mag-

nitudes de los caudales calculados. La columna RB

representa el valor reportado en la bibliografı́a pa-

ra el caudal calculado, la columna R1 representa el

resultado obtenido mediante el empleo del método

de Newton Raphson, la columna R2 representa el

resultado obtenido mediante el empleo del método

gráfico, la columna ER1 representa el error relativo

en tanto por ciento obtenido con el empleo del méto-

do de Newton Raphson, y la columna ER2 representa

el error relativo en tanto por ciento obtenido con el

empleo del método Gráfico.

Tabla 1: Resultados obtenidos en el caso 1.

Caudal RB R1 R2 ER1 ER2

Q1 79.00 79.21 79.17 0.27 0.22

Q2 6.33 6.54 6.84 3.32 8.13

Q3 85.33 85.76 86.02 0.50 0.81

Tabla 2: Resultados obtenidos en el caso 2.

Caudal RB R1 R2 ER1 ER2

Q1 37.67 37.85 37.57 0.48 0.27

Q2 48.33 48.61 48.39 0.58 0.13

Q3 62.67 63.29 62.96 0.99 0.46

Q4 73.33 74.05 73.78 0.98 0.61
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Figura 8. Caso de estudio 2. Fuente: propia.

Tabla 3: Resultados obtenidos en el caso 3.

Caudal RB R1 R2 ER1 ER2

Q1 121.67 121.87 122.17 0.16 0.41

Q2 130.00 128.42 128.48 1.22 1.17

Q3 6.33 6.55 6.31 3.48 0.33

Q4 351.67 351.11 351.55 0.16 0.03

Q5 221.67 222.69 222.96 0.46 0.58

Para cada caso se calcularon la suma de los cuadra-

dos de los errores relativos en cada método. Los re-

sultados se presentan en la Tabla 4. La columna S1

representa el resultado obtenido para el método de

Newton Raphson y la columna S2 representa el resul-

tado obtenido para el método gráfico.

Tabla 4: Suma de los cuadrados de los errores para

cada método en cada caso.

Caso S1 S2

1 11.33 66.80

2 2.51 0.68

3 13.82 1.98

Discusión de resultados

De lo reflejado en los resultados obtenidos, se

observa que:

- En todos los casos estudiados, no hay igualdad

absoluta en los errores relativos obtenidos en cada

método empleado (Método de Newton-Raphson y

Método Gráfico) para cada caudal calculado. Este

resultado es similar al obtenido en [1].

- Los errores relativos para cada caudal calculado

son menores al 4% cuando se emplea el método

de Newton Raphson en la resolución de cada red.

Para el caso 1, dos de los tres resultados obtuvieron

errores por debajo del 1%; para el caso 2, cuatro de

los cuatro caudales obtuvieron errores por debajo del

1%; y para el caso 3, tres de los cinco resultados

obtuvieron errores por debajo del 1%.

- Los errores relativos para cada caudal calculado son

menores al 8% cuando se emplea el Método Gráfico.

Para el caso 1, dos de los tres resultados obtuvieron

errores por debajo del 1%; para el caso 2, cuatro de

los cuatro caudales obtuvieron errores por debajo del

1%; y para el caso 3, cuatro de los cinco resultados

obtuvieron errores por debajo del 1%.

- En dos de los tres casos estudiados, el menor valor

de suma de los cuadrados de los errores se obtienen

cuando se emplea la herramienta el Método Gráfico.

- Solo en el caso 2, en la totalidad de los caudales

calculados tanto el Método de Newton Raphson

como con el Método Gráfico, los errores relativos

son menores al 1%. Para el caso 1 y para el caso

3 existe al menos un caudal para el cual el error

relativo difiere en forma significativa entre el valor

determinado con un método en comparación con el

otro.
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Estudio comparativo: método gráfico vs. Newton-Raphson en redes de flujo. Flores et al.

Figura 9. Caso de estudio 3. Fuente: propia.

Los resultados obtenidos muestran la efectividad

del método gráfico mediante el empleo de un spline

cúbico trazado con el apoyo del software Geogebra

aplicado al cálculo de caudales en una red de flujo

de fluidos, problema de mayor complejidad que el

correspondiente al trazado de una curva de comporta-

miento de una bomba o de un arreglo de bombas que

fue reportado en [13]. Adicionalmente, los resultados

confirman la efectividad del método de Newton –

Raphson implementado a través del software Pipe

Flow Expert para el cálculo de caudales en una

red de flujo coincidente con lo señalado en [21] y

mostrándose además que los valores obtenidos a

través de este método son cercanos a los reportados

en la bibliografı́a, lo que es concordante con lo

obtenido en [5].

4. Conclusiones

En los casos presentados, se visualiza que las solu-

ciones provenientes de los métodos empleados para

la solución de las redes de flujo de fluidos correspon-

dientes presentan diferencias que pudiesen ser signi-

ficativas. En la mayorı́a de los caudales calculados en

cada caso de estudio, los errores relativos calculados

están por debajo del 1%. A partir de la cantidad de

caudales calculados en cada caso cuyo error relativo

es superior al 1% y a partir del cálculo de la suma

de los cuadrados de los errores de cada método en

cada uno de los casos de estudio, se concluye que

el método que ofrece resultados más cercanos a los

reportados en la bibliografı́a es el método gráfico.
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promiso del estudiante desde una dimensión cog-

nitiva en el uso de herramientas computacionales

de simulación de procesos de flujo compresible:

un caso de estudio. Revista Ingenierı́a y Sociedad

UC, 13(2):110–120.

[8] Flores, E., Velásquez, J., Martino, L., Cruz, M.,
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Resumen

Este artı́culo divulgativo presenta cuatro problemas conocidos: una aproximación griega a la

raı́z cuadrada de dos, la sucesión de Fibonacci, el problema de la ruina y las Torres de Hanói.

Su formulación matemática conduce al estudio de una ecuación de recurrencia. Se introduce

una revisión del método de resolución de ecuaciones de recurrencia lineal de segundo orden

basado en el estudio del núcleo del operador de retardo lineal y, posteriormente, se aplica

este método en la resolución de estas cuatro ecuaciones.

Palabras Clave: Aproximación a raı́z cuadrada de dos, ecuaciones recurrentes, operador de

retardo, problema de la ruina, sucesión de Fibonacci, torres de Hanói.

Four difference equations you should know

Abstract

This informative article presents four well-known problems: a Greek approximation to the

square root of two, the Fibonacci sequence, the ruin problem, and the Towers of Hanói. Its

mathematical formulation leads to the study of a recurrence equation. A review of the method

for solving second-order linear recurrence equations based on the study of the kernel of the

linear delay operator is introduced, and this method is then applied to the solution of these four

equations.

Keywords: Approximation to square root two, Fibonacci sequence, recurrent equations, ruin

problem, shift operator, towers of Hanoi.
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1. Introducción

En este artı́culo se aborda el tema de las “Relaciones

de recurrencia”, este es un tópico de suma importan-

cia en la enseñanza de la teorı́a de la computación,

en particular en cursos de matemáticas discretas y

en el análisis de algoritmo [1]. Relaciones recurren-

tes (RR) aparecen en matemáticas historicamente en

distinto perı́odos, como queda de manifiesto en los

cuatro ejemplos estudiados: una aproximación de los

griegos a la raı́z de dos (380 a 385 a. C.) ver [7], la

sucesión de Fibonacci (en el Liber Abacci en 1202)

ver [3], el problema de la ruina (en 1657) ver [5] y

las torres de Hanói (en 1883) ver [3].

Generalmente, una relación recurrente, ecuación en

recurrencia o recurrencia es una sucesión { fn} que

satisface

fn = H( fn−1, . . . , fn−k)

cuando H es una función lineal la recurrencia es li-

neal en otro caso no lineal. Los primeros k−1 valores

se conocen como condiciones iniciales. Resolver una

relación de recurrencia significa expresar fn en forma

cerrada en función de n y (en caso de necesidad) de

las condiciones iniciales. Se describe brevemente al-

gunas de las técnicas de resolución para el caso lineal

homogéneo y no homogéneo1,

yn = a1 fn−1 + · · ·+ak fn−k +g(n).

Una de las primeras formas de resolución de RR linea-

les es el método de sustitución. Este método requiere

intuir la forma de la solución según las condiciones

iniciales. A partir de la introducción de la técnica de

demostración por inducción completa, este método

de tipo empı́rico se puede formalizar al garantizar

que la solución obtenida para el entero n es verdadera

para todo n ≥ n0. ( [4], pág. 19). Para aplicar este

método se requieren amplios conocimientos, ingenio

y experiencia.

El método de iteración consiste en expandir la recu-

rrencia, paso a paso, aplicándola a sı́ misma. Ası́, la

RR se convierte en suma (a veces producto) de térmi-

nos que dependen solo de n y las condiciones inicia-

les. Posteriormente, se utilizan técnicas para evaluar

sumas, [4], [6] para obtener la solución. A menudo

1Cuando g(n)≡ 0 la ecuación es homogénea en otro caso no

homogénea.

se obtienen sumas de términos de series aritméticas o

geométricas y se deben conocer las fórmulas corres-

pondientes.

Métodos generales para la solución de una ecuación

en recurrencia, consisten principalmente en: funcio-

nes generatrices, asociación de polinomio caracterı́sti-

co, operadores aniquiladores. El estudio general de

RR empezó en 1718 con Abraham DeMoivre, este

resolvió la relación de recurrencia de Fibonacci utili-

zando la función generadora. Leonhard Euler amplió

la técnica en su estudio de las particiones de números

enteros en 1748. Posteriormente, las funciones gene-

radoras se desarrollaron aún más al combinarse con

la teorı́a de la probabilidad, y surgió la función gene-

radora de momentos, presentada por Pierre-Simon de

Laplace en 1812, ver [2], [3].

En este trabajo, se presenta un método general para

la resolución de ecuaciones recurrentes lineales de

segundo orden homogéneas y no homogéneas al rela-

cionar su solución con la determinación del núcleo

de un operador. Este operador se define como un

polinomio de segundo grado evaluado en el opera-

dor de retardo. Este método cae dentro del marco de

operadores aniquiladores, este método utiliza elemen-

tos del álgebra lineal. La ventaja desde un punto de

vista didáctico de este enfoque, es autocontenido y

riguroso.

En la sección 2, introducimos algunos preliminares

teóricos, en particular resolvemos la ecuación recu-

rrente lineal de segundo orden homogénea. En el caso

no homogéneo la inversión de operadores de la for-

ma I −λT permite la construcción de una solución

particular. La solución general se obtiene al sumar

esta solución particular con la solución homogénea.

En la Sección 3, aplicamos este método a diversas

ecuaciones en diferencias asociadas con problemas

conocidos, incluyendo:

Una aproximación griega a la raı́z cuadrada de

dos.

La sucesión de Fibonacci.

El problema de la ruina.

El problema de las Torres de Hanói.
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2. Preliminares teóricos

Introducimos algunas definiciones necesarias para

abordar la temática.

Definición 1 Sea L = { f : N → R} = {{ fn}∞
n=1}

el espacio vectorial de todas las sucesiones reales,

dotado de las operaciones usuales de suma y multi-

plicación por escalar.

Definición 2 Definimos el operador de retardo T :

L → L mediante T ( fn) = fn+1.

Equivalentemente, si representamos la sucesión como

f = ( f1, f2, f3, . . .), entonces:

T ( f1, f2, f3, . . .) = ( f2, f3, f4, . . .).

Observación 1 El operador T es lineal, es decir, pa-

ra cualesquiera f ,g ∈ L y λ ∈ R:

T ( f +g) = T ( f )+T (g)

T (λ f ) = λT ( f ).

2.1 Ecuación recurrente lineal de primer or-

den no homogénea

Una ecuación recurrente lineal de primer orden no

homogénea se define por

fn+1 = λ fn +b

para λ ,b ∈ R, λ ̸= 0. Observemos que si definimos

T (x) = λx+b la solución se encuentra al resolver el

problema de punto fijo x = T (x) la cual en este caso

es x = b
1−λ

, ver Figura 1.

Para esta ecuación no es difı́cil demostrar utilizando

el principio de inducción que

fn = λ
n f0 +b

n−1

∑
j=0

λ
j

y como ∑
n−1
j=0 λ j = (1−λ n)/(1−λ ) se tiene que la

solución de la ecuación esta dada por

fn = λ
n f0 +b

1−λ n

1−λ

como se observa gráficamente en la Figura 1, las

composiciones sucesivas convergen al punto fijo, para

|λ |< 1

lı́m
n→∞

fn =
b

1−λ
.

−4 −2 2 4

−4

−2

2

4

T (x0)

x0

T (T (T (T (T (x0)))))

x

y

Figura 1. Representación gráfica de la ecuación de

punto fijo. Fuente: propia.

2.2 Ecuación recurrente lineal de segundo

orden

Considere una ecuación recurrente lineal de segundo

orden definida por:

a fn+1 +b fn + c fn−1 = 0, n ≥ 2

para hallar su solución introducimos algunas defini-

ciones previas.

Esta ecuación puede reescribirse en términos del ope-

rador T como:

(aT 2 +bT + cI) fn−1 = 0

donde T 2 = T ◦T es la composición de T consigo

mismo e I es el operador identidad.

Definición 3 El núcleo del operador aT 2 +bT + cI

es el conjunto:

N(aT 2+bT +cI)= { f ∈L : (aT 2+bT +cI) f = 0}

que corresponde exactamente al conjunto de solucio-

nes de la ecuación recurrente.

El polinomio caracterı́stico asociado a la ecuación es

P(λ ) = aλ 2 +bλ + c.

Supongamos que P(λ ) tiene raı́ces reales λ1 y λ2

(que pueden ser iguales). Entonces podemos factori-

zar el operador como:

aT 2 +bT + cI = a(T −λ1I)(T −λ2I).
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Teorema 1 (Kreider [9]) Sean L1, . . . ,Lk operado-

res lineales en S tales que, Li ◦ L j = L j ◦ Li, pa-

ra todo i, j = 1, . . . ,k y L = L1 ◦ . . . ◦Lk entonces si

f ∈ NLi
para algún i = 1, . . . ,k entonces f ∈ NL.

Demostración: Se tiene conmutando sucesivamente

los operadores que,

L( f ) = L1 ◦ · · ·Li−1 ◦Li · · · ◦Lk( f )

= L1 ◦ · · ·Li−1 ◦Li+1 · · · ◦Lk ◦Li( f ) = 0.

Observación 2 El teorema anterior permite un abor-

dar el estudio para ecuaciones recurrentes de cual-

quier orden. Es válido para el operador derivada lo

que permite el estudio de ecuaciones diferenciales

lineales. Además, implica que
⊕k

i=1 NLi
= NL, donde

el sı́mbolo
⊕

indica suma directa de subespacios,

esto significa suma de subespacios cuyo elemento

común es el vector cero.

Como una consecuencia del teorema anterior nos bas-

ta estudiar por separado los núcleos de los operadores

T −λ I, estos corresponden a ecuaciones recurrentes

lineales de primer orden con b = 0 como las que estu-

diamos en la sección 2.1. Consideremos el caso con

raı́ces distintas.

Teorema 2 Si λ1 ̸= λ2, entonces:

N(aT 2 +bT + cI)

= { f ∈ L : fn+1 = Aλ
n
1 +Bλ

n,A,B ∈ R.}

Demostración: Dado que los operadores conmutan

((T −λ1I)(T −λ2I) = (T −λ2I)(T −λ1I)), tenemos:

N(aT 2 +bT + cI)

= N((T −λ1I)(T −λ2I))

= N(T −λ1I)+N(T −λ2I).

La suma es directa cuando λ1 ̸= λ2. Por lo tanto,

cualquier solución es combinación lineal de las solu-

ciones básicas λ n
1 y λ n

2 . El siguiente teorema estudia

el caso de raı́ces repetidas.

Teorema 3 Si λ1 = λ2 = λ , entonces:

N(aT 2 +bT + cI)

= { f ∈ L : fn+1 = (Aλ
n +Bnλ

n,A,B ∈ R}.

Demostración: Cuando hay una raı́z doble, el ope-

rador se factoriza como a(T −λ I)2. Además de la

solución λ n, se puede verificar que nλ n también es

solución. Estas dos soluciones son linealmente inde-

pendientes y generan el espacio de soluciones.

De esta forma hemos encontrado como se expresan

las soluciones a este tipo de ecuación recurrente.

2.3 Ecuación recurrente lineal de segundo

orden no homogénea

Consideramos la ecuación recurrente con término no

lineal

a fn+1 +b fn + c fn−1 = gn,

escrita en términos del operador de retardo, ası́ la

ecuación anterior es equivalente a

(aT 2 +bT + cI)( f )n−1 = gn

esto significa que gn pertenece a la imagen del ope-

rador (aT 2 +bT + cI) por lo tanto una preimagen de

gn, es decir, una solución particular de la recurrencia

se obtiene al factorizar

(aT 2 +bT + cI) = a(T −λ1I)◦ (T −λ2I)

e invertir cada factor del operador

f P
n−1 = (T −λ1I)−1 ◦ (T −λ1I)−1((1/a)gn).

Observación 3 La inversión de operadores de la for-

ma (T −λ I) puede realizarse mediante series de po-

tencias bajo ciertas condiciones. Note que

T −λ I =−λ

(

I − 1

λ
T

)

,

y formalmente,

(T −λ I)−1 =− 1

λ

∞

∑
j=0

(

1

λ
T

) j

,

siempre que la serie converja. Lo que permite en

algunos casos tener una expresión explicita de { f P
n }.

Sea f una solución de la ecuación

a fn+1 +b fn + c fn−1 = gn

entonces (aT 2 +bT + cI)( f − f P) = 0, implica que

f − f P ∈ N(aT 2 +bT + cI) concluimos que la solu-

ción general para la ecuación en recurrencia esta dada

por f H
n + f P

n .
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2.4 Estabilidad de las Soluciones

Estudiamos condiciones para que las soluciones de

ecuaciones recurrentes tengan un comportamiento

estable en el infinito.

Definición 4 Una solución { fn} de la ecuación re-

currente se dice estable si lı́mn→∞ fn = 0.

Teorema 4 Para la ecuación recurrente a fn+1 +
b fn + c fn−1 = 0:

1. Si |λ1|< 1 y |λ2|< 1, todas las soluciones son

estables.

2. Si |λ1| > 1 o |λ2| > 1, existen soluciones no

acotadas.

3. Si |λ1| = 1 o |λ2| = 1, las soluciones pueden

ser acotadas pero no necesariamente conver-

gentes.

En algunos casos las ecuaciones en recurrencia están

asociadas al cálculo del cardinal de un conjunto finito,

por lo tanto el comportamiento en infinito deja de

tener sentido. Aunque las series pueden ser usadas

formalmente para obtener los cardinales de ciertos

conjuntos.

3. Aplicaciones

A continuación se presenta la aplicacion de la meto-

dologı́a descrita anteriormente a los problemas con-

cretos cuya resolución queremos mostrar.

3.1 Aproximación Pitagórica a raı́z de dos

Los antiguos griegos desarrollaron un ingenioso

método para aproximar números inconmensurables,

un concepto que, en el lenguaje matemático moderno,

nos conduce a las recurrencias lineales. Para el caso

especı́fico de la raı́z cuadrada de dos, propusieron las

siguientes relaciones de recurrencia:

an+1 = an +bn,

bn+1 = 2an +bn,

donde n ≥ 0, a0 = 1, b0 = 1. Este sistema permite

generar una sucesión de valores que se aproximan

cada vez más al valor real de la raı́z de dos,

an+2 = 2an+1 +an

con a0 = 1 y a1 = 1. Al resolver esta recurrencia

observamos que el polinomio asociado es λ 2−2λ −1

el cual tiene raı́ces λ1 = 1+
√

2 y λ2 = 1−
√

2 de

donde la solución se expresa

an =C1(1+
√

2)n +C2(1−
√

2)n

al sustituir las condiciones iniciales a0 = 1 y a1 = 1

se tiene que C1 =C2 = 1/2 ası́

an =
1

2

[

(1+
√

2)n +(1−
√

2)n
]

al dividir la recursión an+1 = an +bn entre an se ob-

tiene

bn

an

=
an+1

an

−1 =
(1+

√
2)n+1 +(1−

√
2)n+1

(1+
√

2)n +(1−
√

2)n
−1

y cuando n va a infinito la expresión converge a (1+√
2)−1 =

√
2, la solución es estable.

Si calculamos los cuatro primeros términos de la su-

cesión de racionales b1/a1 = 2, b2/a2 = 4/3 ≈ 1,33,

b3/a3 = 10/7 ≈ 1,42. Finalmente, b4/a4 = 24/17 ≈
1,4118 que aproxima

√
2 con un error de 10−2.

3.2 La sucesión de Fibonacci

Leonardo de Pisa, un destacado matemático italiano

del siglo XIII, más conocido como Fibonacci, nos

presentó un fascinante problema relacionado con la

crı́a de conejos, lo introdujo en el Liber Abacci en

1202.

Imagina un hombre que tiene una única pareja de co-

nejos en un espacio cerrado. La pregunta es: ¿Cuántas

parejas de conejos se producirán a partir de esta pa-

reja inicial en el transcurso de un año, sabiendo que

cada nueva pareja es capaz de reproducirse al segun-

do mes de vida, dando a luz a otra pareja cada mes?

Este intrigante problema dio origen a lo que hoy co-

nocemos como la sucesión de Fibonacci, un concepto

fundamental en las matemáticas con aplicaciones en

diversos campos.

Denotamos por f j el número de conejos procreados

por mes. Tenemos que el problema puede ser expre-

sado matemáticamente por las ecuaciones:

f0 = 1, f1 = 1 y f j = f j−1 + f j−2,
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al usar la metodologı́a de la sección 2, el polinomio

asociado es λ 2 −λ −1 cuyas raı́ces son

λ1 = (1−
√

5)/2, (1+
√

5)/2.

Esto nos lleva a la solución,

f j =
1√
5





(

1+
√

5

2

) j+1

−
(

1−
√

5

2

) j+1


 .

3.3 El problema de la ruina

Imagina a Carlos y Nelson, dos jugadores enzarzados

en una serie de partidas. Carlos tiene una probabili-

dad p de ganar, mientras que Nelson gana con una

probabilidad q. Cada juego es independiente del ante-

rior. Por cada partida, el perdedor le paga una moneda

al ganador.

Carlos inicia con un capital de A monedas y Nelson

con B monedas. El juego continúa hasta que uno de

los dos se queda sin dinero, es decir, ¡Se arruina! La

pregunta clave aquı́ es: ¿Cuál es la probabilidad de

que Carlos se arruine?

Este es un enigma clásico, debatido por figuras

históricas como Fermat y Pascal, y resuelto de forma

magistral por Montmort. Se le conoce popularmente

como el problema de la ruina del jugador. Para nues-

tra solución, nos basaremos en la presentación del

libro [2]. ¡Vamos a resolverlo!

Para 1 ≤ j ≤C−1 con C = A+B, sea f j la probabi-

lidad de que Carlos este arruinado, su capital después

de una cantidad de juegos sea 0, dado que su capital

era j. La solución del problema se reduce a encontrar

fA.

Se puede demostrar que,

f j = p f j+1 +(1− p) f j−1, 1 ≤ j ≤C−1

con las condiciones de frontera, f0 = 1 y fC = 0. Por

la metodologı́a introducida en la sección 2 tenemos

que el polinomio asociado tiene raı́ces

λ1 =
1+
√

1−4p(p−1)

2p
,λ2 =

1−
√

1−4p(p−1)

2p
,

ası́ la solución es f j =C1λ
j

1 +C2λ
j

2 .

Resolvemos el problema completamente cuando p =
1/2 entonces λ1 = λ2 = 1 ası́ la solución es

f j =C1 + jC2

donde f0 = 1 implica C1 = 1 y fC = 1 implica C2 =
−1/(A+B) de donde

fA = 1− A

A+B

si B → ∞ entonces la probabilidad de ruina es 1, la

solución es estable. Este es el caso cuando un jugador

se enfrenta contra una casa de juego y su capital es

infimo comparado con el que usualmente tienen estas

casas.

3.4 Recurencia de las torres de Hanói

Las Torres de Hanói es un clásico rompecabezas ma-

temático inventado en 1883 por el matemático francés

Édouard Lucas. Este juego de mesa individual consis-

te en una serie de discos perforados de radio creciente,

apilados en uno de los tres postes fijados a un tablero.

El objetivo del juego es trasladar toda la pila a otro

poste, siguiendo una regla fundamental: nunca se

puede colocar un disco más grande encima de uno

más pequeño.

El número mı́nimo de movimientos necesarios para n

discos se determina al resolver la siguiente ecuación

de recurrencia fn = 2 fn−1 +1 primero la solución de

la ecuación homogénea fn = 2 fn−1 es f H
n = 2n f0 y pa-

ra f0 = 1 tenemos f H
n = 2n. La ecuación homogénea

es equivalente a

1

2
fn − fn−1 =

1

2
,

y en forma de operador tenemos

(

I − 1

2
T

)

( fn−1) =−1

2

entonces f P
n−1 =

(

I − 1
2
T
)−1 (− 1

2

)

pero

(

I − 1

2
T

)−1(

−1

2

)

=
∞

∑
j=0

(

1

2

) j(

−1

2

)

= −1

2

∞

∑
j=0

(

1

2

) j

=−1.

ası́

fn = f H
n + f P

n = 2n −1.
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Resumen

En este trabajo se considera dar soluciones a sistemas de ecuaciones lineales complejos

simétricos no-hermitianos provenientes de discretizar la ecuación de Helmholtz 1D por el

método de elementos finitos Local Discontinuous Galerkin (LDG). Se dá una descripción del

problema modelo y se presenta la metodologı́a clásica de LDG para obtener un sistema de

dos ecuaciones en diferencia. Para dar solución de manera rápida y eficaz a estos sistemas

se propone una metodologı́a en la que se comparan dos métodos tipo Krylov para sistemas

de ecuaciones complejos simétricos. Finalmente se exponen los resultados de las pruebas

numéricas realizadas.

Palabras Clave: Ecuación de Helmholtz, Galerkin discontinuo local, método COCR, método

QMR, subespacios de Krylov.

Solution of symmetric complex linear systems
from discretizing the equation of Helmholtz 1D

Abstract

In this work, it is considered to give solutions to symmetric complex linear systems of non-

Hermitian equations from discretizing the Helmholtz 1D equation by the Local Discontinuous

Galerkin (LDG) finite element method. We have a description of the model problem and we

present the LDG classic methodology to obtain a system of two difference equations. To

provide a quick and effective solution to these systems, a methodology is proposed in which

two Krylov-type methods are compared for complex symmetric equation systems. Finally, the

results of the numerical tests carried out are exposed.

Keywords: COCR method, Helmholtz equation, Krylov subspaces, local discontinuous

Galerkin, QMR method.
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1. Introducción

La ecuación de Helmholtz es un modelo matemático

que describe el comportamiento de ondas elásticas,

electromagnéticas y acústicas, la cual puede ser obte-

nida en muchas otras áreas de las Ciencias Básicas

e Ingenierı́a. Sin embargo, resulta habitual que en

la mayorı́a de los casos (2D, 3D con frontera irregu-

lar y/o no acotada) no se puedan obtener soluciones

analı́ticas de este tipo de problemas. Debido a esto, en

la práctica, resulta necesario usar métodos numéricos

para dar aproximaciones numéricas de la solución.

También es sabido que la solución exacta y la cali-

dad de las aproximaciones numéricas dependen de

un parámetro denominado número de onda k.

Hoy en dı́a, existen muchos métodos que ayudan a

estimar la solución a estos problemas. Estos métodos

son: Diferencias Finitas, Elementos Finitos, Elemen-

tos de Contorno, Volumenes Finitos, Elementos Fi-

nitos Galerkin Discontinuo, Elementos Espectrales,

métodos sin mallas, métodos miméticos, entre otros.

La finalidad de este trabajo, es el estudio del método

COCR (Conjugate A-Orthogonal Conjugate Resi-

dual, [42]), que es una extensión del método CR

(Conjugate Residual, [40]) para sistemas lineales

complejos simétricos. Se busca aproximar la solución

numérica del sistema lineal resultante, luego de dis-

cretizar la ecuación de Helmholtz 1D por el método

LDG (Local Discontinuous Galerkin, [17,18,20]) que

es un caso particular dentro de los métodos de DG

(Discontinuous Galerkin, [2,3,6,41,44]). Además, se

utiliza el método QMR (Quasi Minimal Residual) pa-

ra comparar los resultados de convergencia y tiempo

de ejecución ya que son mas eficientes que los méto-

dos tipo gradiente conjugado, [7, 29] y los métodos

iterativos evaluados en los números reales para resol-

ver sistemas lineales simétricos complejos, [4, 21].

Es de destacar que el método COCR ha sido utili-

zado para resolver ecuaciones de propagación de

ondas acusticas y electromagnetica cuando se uti-

lizan diversos métodos, como lo son: diferencias fi-

nitas, elementos finitos y en muchos casos se com-

binan con metodos de descompocision de dominios

[5, 23, 27, 30–33, 36–38, 43]. Sin embargo los autores

desconocen de su utilización a los sistemas simétricos

complejos obtenidos con el método LDG.

2. Planteamiento del Problema

El estudio de dispersión de ondas acústicas en una

dimensión conlleva al estudio y fórmulación de un

problema de contorno basado en una ecuación dife-

rencial ordinaria la cual es conocida como la ecuación

de Helmholtz:

p′′+ k2 p = 0 (1)

donde p es la presión de la onda acústica y k es el

número de onda.

El caso que nos compete se refiere a una onda de

presión (incidente) que choca con una pared infini-

ta o plano. Dicha presión viene dada por la ecua-

ción: p̂inc(x, t) = eikte−iwt = pinc(x)e
−iwt , donde k es

el número de onda y w la frecuencia. Por ser este un

problema de dispersión de ondas en dominios exterio-

res, es necesario imponer una condición de contorno

en el infinito del tipo Sommerfeld, vea [22]. A este

efecto el plano modela una pared rı́gida localizada

en x = 0. Después de descomponer la presión como:

p(x) = pinc(x)+ psc(x), el problema con valores en la

frontera que satisface la presión de dispersión psc(x)
se reduce a:







p′′sc + k2 psc = 0, 0 < x < 1,
p′sc(0) = ik
d psc
dx

(1)− ikpsc(1) = 0.

(2)

La segunda y tercera ecuación de (2) son la condi-

ción de pared rı́gida, y la ya mencionada Condición

de Sommerfeld. La solución al problema con valores

en la frontera descrito por (2), es la onda estacionaria

psc(x) = eikx. La utilización de este enfoque unidi-

mensional es común para comparar métodos y sus

prestaciones. Entre algunos de ellos que se pueden

mencionar se encuentran [9–12, 16]. También se han

utilizado otros métodos de elementos finitos del tipo

Galerkin Discontinuo para resolver la ecuación de

Helmholtz, como lo son: [1, 24–26, 34].

3. Aplicación del Método Local Galerkin
Discontinuos (LDG)

En el caso que nos compete se considerará la ecua-

ción de Helmholtz homogénea en 1D:

u
′′
+ k2u = 0 en Ω. (3)
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Para resolver la ecuación (3) por el método LDG ( [3]

y [19]), primero es necesario expresar dicha ecua-

ción como un sistema de ecuaciones diferenciales

de primer orden. Para ello, se utiliza la variable au-

xiliar q = u′, obteniéndose el siguiente sistema de

ecuaciones:

q−u′ = 0, en Ω;

q′+ k2u = 0 en Ω.
(4)

Luego, este sistema es transformado en otro siste-

ma equivalente, pero elemento a elemento. Por ello,

es necesario hacer una discretización del dominio e

introducir condiciones de frontera entre elementos.

Sean Ωh particiones regulares de Ω en subdominios

Ωi (es decir, Ω̄ =
⋃

Ω̄i con Ωi

⋂

Ω j = /0 para i ̸= j),

Ω̂ =
⋃

Ωi y Γ =
⋃

(Ω̄i

⋂

Ω̄ j), luego la formulación

del problema (4) quedarı́a:















q−u′ = 0, en Ω̄;

q
′
+ k2u = 0 en Ω̄

[|u|] = 0, en Γ

[|q|] = 0, en Γ

(5)

donde el operador de salto [| · |] es definido sobre los

nodos frontera x j, usando los valores a la derecha y

a la izquierda que denotaremos por + y - respectiva-

mente, por lo que [|u|]≡ u+−u− y [|q|]≡ q+−q−.

Usando el procedimiento clásico del LDG en el inter-

valo (x j,x j+1), para la primera ecuación del sistema

(5) obtenemos:

∫ x j+1

x j

(q−u′)vdx = 0

e integrando por partes

∫ x j+1

x j
qvdx+

∫ x j+1

x j
uv′dx

−û j+1v(x−j+1)+ û(x+j )v(x
+
j ) = 0. (6)

Similarmente para la segunda ecuación del sistema

(5) e integrando por partes obtenemos:

∫ x j+1

x j

(q
′
+ k2u)τdx = 0

∫ x j+1

x j
qτ ′dx− k2

∫ x j+1

x j
uτdx

+q̂ jτ(x
+
j )− q̂ j+1τ(x−j+1) = 0 (7)

donde los flujos en (6) y (7) son definidos en función

de los operadores promedio y salto:

{

|u j|
}

=
1

2
(U+

j +U−
j ) (promedio)

[[u j]] = U+
j −U−

j (salto)

{

|q j|
}

=
1

2
(Q+

j +Q−
j ) (promedio)

[[q j]] = Q+
j −Q−

j (salto)

ası́, los flujos û j y q̂ j vienen dados por:

û j =
{

|u j|
}

−C12 [[u j]]+C22 [[q j]]

q̂ j =
{

|q j|
}

−C11 [[u j]]+C12 [[q j]] .

Para el método LDG C22 = 0, por lo tanto, solo se
tienen a C11 y C12 como parámetros del método. De
esta manera, los flujos quedan expresados como:

û j =
1

2
(U+

j +U−
j )−C12(U

+
j −U−

j )

q̂ j =
1

2
(Q+

j +Q−
j )−C11(U

+
j −U−

j )+C12(Q
+
j −Q−

j )

con los valores discretos

U+
j ≡ lı́m

x→x+j

u(x), U−
j ≡ lı́m

x→x−j

u(x),

Q+
j ≡ lı́m

x→x+j

q(x) y Q−
j ≡ lı́m

x→x−j

q(x).

3.1 Ecuaciones en Diferencia usando Apro-

ximación Lineal

En esta sección, presentamos el procedimiento clási-

co para obtener las ecuaciones en diferencia expresa-

das en la variable principal U cuando se usan funcio-

nes de prueba y bases lineales para u, q, v y τ en el

sistema (6) y (7), véase [13, 15].

Primero, sean las aproximaciones uh = ϕ jU
+
j +

ϕ j+1U−
j+1 y qh = ϕ jQ

+
j + ϕ j+1Q−

j+1 de u y q res-

pectivamente, con las funciones bases lineales ϕ j

y ϕ j+1 definidas en (x j,x j+1). Si usamos las funcio-

nes de prueba τ j = ϕ j y τ j = ϕ j+1 en (6) y v j = τ j y

v j = ϕ j+1 en (7) en conjunto con las aproximaciones

uh y qh, obtenemos las siguientes ecuaciones:

(

1
2 −C12

)

U−
j +C12U+

j − 1
2U−

j+1 +
h
3 Q+

j + h
6 Q−

j+1 = 0 (8)

1
2U+

j +C12U−
j+1 −

(

1
2 +C12

)

U+
j+1 +

h
6 Q+

j + h
3 Q−

j+1 = 0 (9)
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y

− C11U−
j +

(

C11 − k2 h

3

)

U+
j − k2 h

6
U−

j+1

+

(

1

2
+C12

)

Q−
j −C12Q+

j +
1

2
Q−

j+1 = 0 (10)

− k2 h

6
U+

j +

(

C11 − k2 h

3

)

U−
j+1 −C11U+

j+1

+
1

2
Q+

j −C12Q−
j+1 −

(

1

2
−C12

)

Q+
j+1 = 0 (11)

respectivamente, donde h = x j+1 − x j.

Ahora, resolviendo el sistema de ecuaciones formado
por (8) y (9), se obtiene:

hQ+
j = (4C12 −2)U−

j − (4C12 −1)U+
j

+ (2C12 +2)U−
j+1 − (2C12 +1)U+

j+1 (12)

hQ−
j+1 = (1−2C12)U

−
j − (2C12 −2)U+

j

+ (4C12 +1)U−
j+1 − (4C12 +2)U+

j+1. (13)

Sustituyendo (12) y (13) (con las traslaciones ade-
cuadas) en (10) y (11), se obtiene el sistema de ecua-
ciones en diferencia

AU−
j−1 +BU+

j−1 +CU−
j +DU+

j +EU−
j+1 +BU+

j+1 = 0; (14)

HU−
j−1 +EU+

j−1 +GU−
j +CU+

j +HU−
j+1 +AU+

j+1 = 0; (15)

donde, A = 1−4C2
12,

B = 4C2
12 −2C12 −2,

C =−(16C2
12 +2+2C11h),

D = 16C2
12 +4C12 +4+2C11h− 2

3
k2h2,

E = 1−4C2
12 −

1
3
k2h2;

G = 16C2
12 −4C12 +4+2C11h− 2

3
k2h2 y

H = 4C2
12 +2C12 −2.

Con este par de ecuaciones, (14) y (15), y al utilizar

las condiciones de contorno se genera el sistema de

ecuaciones lineales simétricos no hermitiano a resol-

ver para el caso que se utilice el método de LDG con

funciones de forma lineales.

3.2 Ecuaciones en Diferencia usando Apro-

ximaciones Cuadráticas

Es esta sección, presentamos un procedimiento simi-

lar al de la sección (3.1) para obtener una ecuación en

diferencia expresada solo en la variable principal U

cuando se usan funciones de prueba y base cuadráti-

cas para u, q, v y τ en el sistema formado por (6) y

(7). La diferencia con la sección (3.1) radica en que

aparecen incorporados nuevos valores (es decir, U j+ 1
2

y Q j+ 1
2

en la discretización, por lo que es necesario

eliminarlos.

Primero, utilizando las funciones de base cuadrática
ϕ j, ϕ j+ 1

2
y ϕ j+1 y las aproximaciones uh = ϕ jU

+
j +

ϕ j+ 1
2
U j+ 1

2
+ϕ j+1U−

j+1 y qh = ϕ jQ
+
j +ϕ j+ 1

2
Q j+ 1

2
+

ϕ j+1Q−
j+1 de u y q respectivamente. Usando las fun-

ciones de prueba v j = ϕ j, v j = ϕ j+ 1
2

y v j = ϕ j+1

dadas, en (6), se obtienen las siguientes ecuaciones:

(

1
2 −C12

)

U−
j +C12U+

j − 2
3U j+ 1

2
+ 1

6U−
j+1

+ 2h
15 Q+

j + h
15 Q j+ 1

2
− h

30 Q−
j+1 = 0 (16)

2
3U+

j − 2
3U−

j+1 +
h
15 Q+

j + 8h
15 Q j+ 1

2
+ h

15 Q−
j+1 = 0 (17)

− 1
6U+

j +U j+ 1
2
+C12U−

j+1 −
(

1
2 +C12

)

U+
j+1

− h
30 Q+

j + h
15 Q j+ 1

2
+ 2h

15 Q−
j+1 = 0. (18)

Luego, sustituyendo τ j = ϕ j, τ j = ϕ j+ 1
2

y τ j = ϕ j+1

en la ecuación (7), obtenemos:

−C11U−
j +

(

C11 −
2k2h
15

)

U+
j − k2h

15 U j+ 1
2
+ 2k2h

30 U−
j+1

+
(

1
2 +C12

)

Q−
j −C12Q+

j − 2
3 Q j+ 1

2
+ 1

6 Q−
j+1 = 0 (19)

− k2h
15 U+

j − 8k2h
15 U j+ 1

2
− k2h

15 U−
j+1

+ 2
3 Q+

j − 2
3 Q−

j+1 = 0 (20)

k2h
30 U+

j − k2h
15 U j+ 1

2
+
(

C11 −
2k2h
15

)

U−
j+1 −C11U+

j+1

− 1
6 Q+

j + 2
3 Q j+ 1

2
−C12Q−

j+1 +
(

C12 −
1
2

)

Q+
j+1 = 0. (21)

Con estas seis ecuaciones ((16) a la (21)) se pueden
eliminar los valores U j+ 1

2
y Q j+ 1

2
. Por lo tanto, el

sistema resultante puede escribirse en la forma dada
por las ecuaciones (14) y (15), donde,

A = 18(k2h2 −20)(4C2
12 −1)

B = 12(2C12 +1)(3(1−C12)k
2h2 +20(3C12 −1))

C =−24(18C2
12 +C11h+1)k2h2

+240(12C2
12 +C11h+2)

D =−k4h4 +(24(2C12 +1)(9C12 −1)

+8(3C11h+19))k2h2 −240(12C2
12 +2C12 +C11h+3)

E = k4h4 +2(36C2
12 −19)k2h2 +360(1−4C2

12)

G =−3k4h4 +(24(2C12 −1)(9C12 +1)

+8(3C11h+19))k2h2 −240(12C2
12 −2C12 +C11h+3)

H = 12(2C12 −1)(−3(1+C12)k
2h2 +20(3C12 +1)).

También, es fácil concluir que aunque se aplique el

método LDG de mayor orden se puede obtener esta

estructura.
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4. Métodos utilizados para resolver los
sistemas lineales

4.1 Métodos basados en Subespacios de

Krylov

Los métodos iterativos tipo Krylov, [35], utilizados

para la resolución de grandes sistemas lineales se

obtienen para adaptarse, en principio, a dos requeri-

mientos básicos, esto es, minimizar una cierta norma

del vector residuo sobre un subespacio de Krylov ge-

nerado por la matriz del sistema y que se traduce en

una convergencia suave sin grandes fluctuaciones y

ofrecer un bajo costo computacional por iteración sin

exigir alta disponibilidad de almacenaje. Los méto-

dos basados en los subespacios de Krylov, se han

desarrollado para la resolución de grandes sistemas

de ecuaciones lineales:

Ax = b (22)

donde la matriz A es no singular y de tipo sparse.

Estos métodos se basan en un proceso de proyec-

ción sobre un subespacio de Krylov que es generado

por vectores de la forma p(A)v. Esto es, se aproxima

A−1b por p(A)v donde p(A) es un polinomio matri-

cial elegido adecuadamente.

4.1.1 Sistemas Lineales Complejos Simétricos

Consideramos sistemas lineales grandes tipo sparse:

Ax = b, A ∈ C
n×n con x,b ∈ C

n

donde A es compleja simétrica pero no-hermitiana,

es decir, A = AT = ĀH

4.1.2 Subespacios de Krylov

Sea A ∈C
n×n y 0 ̸= b ∈C

n. Entonces, llamaremos al

subespacio

Kk(A,b) = (b,Ab,A2b, · · · ,Ak−1b) (23)

subespacio de Krylov de orden k asociado a A y b.

4.2 Método COCR

Sea xn la n−ésima aproximación de la solución al

utilizar un método iterativo. Entonces, el n−ésimo

vector residual rn = b−Axn y la dirección de búsque-

da pn para el método COCR vienen dadas por las

siguientes fórmulas recurrentes:

r0 = b−Ax0, p0 = r0 (24)

rn = rn−1 −αn−1Apn−1 (25)

pn = rn −βn−1 pn−1, para n = 1,2, · · · (26)

Para determinar luego los escalares αn−1 y βn−1 en

las recurrencias (25) y (26), se tienen las siguientes

condiciones de ortogonalidad:

rn⊥W y Apn⊥W. (27)

Como vemos en (27), es necesario elegir un subespa-

cio W para determinar estos parámetros, por lo tanto,

si haciendo el cambio W = ĀKn(Ā, r̄0) y eligiendo las

condiciones de ortogonalidad para el método COCR:

rn⊥ĀKn(Ā, r̄0) y Apn⊥ĀKn(Ā, r̄0) (28)

se presenta el proceso para determinar los escalares

αn−1 y βn−1 usando las recurrencias (25) y (26) junto

a las condiciones de ortogonalidad dadas en (28).

Para determinar αn−1, a partir de (25) se sigue que

el producto interno entre Ānr̄0 y rn es calculado de la

siguiente manera:

(Ānr̄0,rn) = (Ānr̄0,rn−1)−αn−1(Ānr̄0,Apn−1).

Ya que Ānr̄0 ∈ ĀKn(Ā, r̄0), entonces (Ānr̄0,rn) = 0

por la condición (28). Luego, despejando αn−1, nos

queda:

αn−1 =
(Ānr̄0,rn−1)

(Ānr̄0,Apn−1)
. (29)

Ahora, para determinar βn−1 a partir de (26) se sigue

que el producto interno entre Ānr̄0 y Apn nos queda

de la siguiente manera:

(Ānr̄0,Apn) = (Ānr̄0,Arn)+βn−1(Ānr̄0,Apn−1).

Luego, por la condición (28), (Ānr̄0,Apn) = 0; ası́:

βn−1 =
(Ān r̄0,Arn)

(Ān r̄0,Apn−1)
=−αn−1

(Ān r̄0,Apn)

(Ān r̄0,rn−1)
. (30)
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Ahora, notemos que de las recurrencias (24), (25) y
(26), los vectores Ā ¯rn−1 y Ā ¯pn−1 pueden ser reescri-
tos como:

Ār̄n−1 = c̄n−1Ān r̄0 + Āz̄1, Āz̄1 ∈ ĀKn(Ā, r̄0) (31)

Āp̄n−1 = c̄n−1Ān r̄0 + Āz̄2, Āz̄2 ∈ ĀKn(Ā, r̄0) (32)

donde c̄n−1 = (−1)n−1 ∏
n−2
i=0 αi.

Entonces, a partir de (31), (32) y de la condición (28),

podemos reescribir el escalar αn−1 como:

αn−1 =
(Ār̄n−1,rn−1)− (Āz̄1,rn−1)

(Ā ¯pn−1,Apn−1)− (Āz̄2,Apn−1)

=
(Ār̄n−1,rn−1)

(Ā ¯pn−1,Apn−1)
. (33)

Similarmente, tenemos que la fórmula para βn−1 en

(30) viene dada por:

βn−1 =−αn−1
(Ā ¯pn−1 − Āz̄2,rn)

(Ār̄n−1 − Āz̄1,rn−1)
.

Como Āz̄1 y Āz̄2 son Ā−ortogonal, entonces Āz̄1 y

Āz̄2 son Ā−ortogonal con r j, esto es, (Āz̄1,Ar j) = 0

y (Āz̄2,Ar j) = 0 para j = 0,1, · · · ,n por lo tanto:

βn−1 =−αn−1
(Āp̄n−1,rn)

(Ār̄n−1,rn−1)
. (34)

Ahora, de (25) podemos ver que:

−αn−1Apn−1 = rn − rn−1. (35)

Sustituyendo (35) en (34), obtenemos:

βn−1 =
(Ār̄n,rn − rn−1)

(Ār̄n−1,rn−1)

pero (Ār̄n−1,rn−1)= 0 por (28), por lo tanto, la fórmu-

la para el escalar βn−1 nos queda de la siguiente for-

ma:

βn−1 =
(Ār̄n,rn)

(Ār̄n−1,rn−1)
. (36)

Finalmente, de la relación (25) y sabiendo que rn =
bn −Axn, la n−ésima aproximación de la solución xn

en el método viene dada por:

xn = xn−1 +βn−1 pn−1. (37)

4.3 Biortogonalización de Lanczos

El algoritmo propuesto por Lanczos para matrices no

simétricas construye, un par de bases biortogonales

v1, · · · ,vm y w1, · · · ,wm para los subespacios:

Km(A,v1) = span{v1,Av1, · · · ,A
m−1v1}

y

Km(A
T ,w1) = span{w1,A

T w1, · · · ,(A
T )m−1w1}

respectivamente.

La idea es obtener dos matrices Vm y Wm formadas por

los vectores v1, · · · ,vm y w1, · · · ,wm respectivamente,

de manera que se tridiagonalice la matriz A, esto es:

W T
m AVm = Tm.

Además, como las bases son biortogonales, se satis-

face que:

W T
m Vm = Im.

4.4 Método QMR

El método QMR (Quasi Minimal Residual) es similar

al método GMRES, [39], y fue propuesto por Freund

y Nachtigal, [28].

A partir del algoritmo de Lanczos se puede demostrar

que:

AVm =Vm+1T̄m (38)

donde T̄m es una matriz diagonal (m+1)×m

T̄m =

(

Tm

δm+1eT
m

)

.

Si v1 está definido como un múltiplo de r0, es decir,

v1 = β r0, el vector residual está dado por:

b−Ax = b−A(x0 +Vmy)

= r0 −AVmy

= βv1 −Vm+1T̄my

= Vm+1(βe1 − T̄my).
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La norma del vector residual es por lo tanto,

∥b−Ax∥= ∥Vm+1(βe1 − T̄my)∥2.

Si los vectores columna de Vm+1 fueran ortonorma-

les, entonces se podrı́a tener que ∥b−Ax∥= ∥βe1 −
T̄my∥2, como en GMRES. Por consiguiente, una so-

lución de mı́nimos cuadrados puede ser obtenida del

subespacio de Krylov minimizando ∥βe1 − T̄my∥2 so-

bre y. En el algoritmo de Lanczos, los vi no son or-

togonales, sin embargo, es aún razonable la idea de

minimizar la función

J(y) = ∥βe1 − T̄my∥2 (39)

sobre y y calcular la solución aproximada correspon-

diente x0 +Vmy.

De esta manera la aproximación QMR del subespacio

de Krylov de dimensión m es obtenida como x0 +
Vmym, donde ym minimiza la función (34).

5. Pruebas Numéricas

Esta sección está dedicada a la aplicación de los algo-

ritmos desarrollados anteriormente e implementados

en MATLAB. Concretamente, se ha prestado especial

atención a sistemas resultantes de la discretización

del problema de Helmholtz 1D. El objetivo que se per-

sigue es comprobar la efectividad de los algoritmos,

y realizar un estudio comparativo entre ellos.

En las diferentes pruebas, realizadas con un compu-

tador portátil modelo HP CORE I7 Pavilion Dv6, se

ha fijado un valor de tolerancia igual a 10−15 en to-

dos los casos. Los resultados son expuestos mediante

curvas de convergencia, en las que se representa el

número de iteraciones y/o tiempo de CPU respecto

a la norma del residual necesarios para alcanzar la

tolerancia predeterminada.

El caso que nos compete se refiere a una onda de pre-

sión (incidente) que choca con un plano. La ecuación

de la presión viene dada por: p̂inc(x, t) = eikte−iwt =
pinc(x)e

−iwt , donde k es el número de onda y w la

frecuencia. A este efecto, el plano modela una pared

rı́gida localizada en x = 0 (ver 2).

A continuación, se muestran los casos estudiados:

5.1 Ejemplo 1

Se aplicó el método LDG al problema planteado en

(2) con los siguientes parámetros: número de on-

da k = 100, grado del polinommio p = 5,β = 0,

C12 = 1/2 y número de intervalos N = 20. Luego

de discretizar, el método genera una matriz compleja

simétrica de orden 126x126. En la figura a conti-

nuación podemos observar las curvas solución que

representan la solución exacta (rojo) y la aproximada

(azul) del método LDG:

0.91 0.92 0.93 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98 0.99 1

−1

−0.5

0

0.5

1

p = 5, N =20, k = 100, C
12

 = 0.5

Figura 1. Solución para LDG con k = 100, p = 5,

C12 = 1/2, β = 0 y N = 20.

Ahora aplicamos los métodos QMR y COCR a la ma-

triz resultante luego de la discretización para obtener

los siguientes resultados:

0 100 200 300 400 500
10

−15

10
−10

10
−5

10
0

 

 

QMR

COCR

Figura 2. Curvas de convergencia para los métodos

QMR y COCR.

En la siguiente tabla se muestran los resutados obte-

nidos por ambos métodos:

Método Iteraciones Tiempo

COCR 308 0,15819117

QMR 458 0,36488808

Tabla 1. Ejemplo 1: número de iteraciones, tiempo

de CPU en segundos para los métodos QMR y

COCR.

5.2 Ejemplo 2

Similarmente, se aplicó el método LDG al proble-

ma planteado en (2) con los siguientes parámetros:

número de onda k = 200, grado del polinommio
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p = 8,β = 0, C12 = 0 y número de intervalos N = 30.

Luego de discretizar, el método genera una matriz

compleja simétrica de orden 279x279. En la figura a

continuación podemos observar las curvas solución

que representan la solución exacta (rojo) y la aproxi-

mada (azul) del método LDG:

0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1

−1

−0.5

0

0.5

1

p = 8, N =30, k = 200, C
12

 = 0.5

Figura 3. Solución para LDG con k = 200, p = 8,

C12 = 0, β = 0 y N = 30.

Ahora aplicamos los métodos QMR y COCR a la ma-

triz resultante luego de la discretización para obtener

los siguientes resultados:

0 500 1000 1500 2000
10

−15

10
−10

10
−5

10
0

 

 

COCR

QMR

Figura 4. Curvas de convergencia para los métodos

QMR y COCR.

En la siguiente tabla se muestran los resutados obte-

nidos por ambos métodos:

Método Iteraciones Tiempo

COCR 1835 1,3941741

QMR 1492 1,6948232

Tabla 2. Ejemplo 2: número de iteraciones, tiempo

de CPU en segundos para los métodos QMR y

COCR.

5.3 Ejemplo 3

De nuevo se aplicó el método LDG al problema

planteado en (2) ahora con los siguientes paráme-

tros: número de onda k = 1000, grado del polinomio

p = 12,β = 0, C12 = 1/2 y número de intervalos

N = 35. Luego de discretizar, el método genera una

matriz compleja simétrica de orden 468x468. En la

figura a continuación podemos observar las curvas

solución que representan la solución exacta (rojo) y

la aproximada (azul) del método LDG:

0.91 0.92 0.93 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98 0.99 1

−1

−0.5

0

0.5

1

p = 15, N =40, k = 1000, C
12

 = 0.5

Figura 5. Solución para LDG con k = 1000, p = 15,

C12 = 1/2, β = 0 y N = 40.

Ahora aplicamos los métodos QMR y COCR a la ma-

triz resultante luego de la discretización para obtener

los siguientes resultados:

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
10

−15

10
−10

10
−5

10
0

 

 

QMR

COCR

Figura 6. Curvas de convergencia para los métodos

QMR y COCR.

En la siguiente tabla se muestran los resutados obte-

nidos por ambos métodos:

Método Iteraciones Tiempo

COCR 4448 5,35502259

QMR 4353 6,34001232

Tabla 3. Ejemplo 3: número de iteraciones, tiempo

de CPU en segundos para los métodos QMR y

COCR.

6. Conclusiones

En este trabajo se ha estudiado la resolución de sis-

temas de ecuaciones lineales complejos simétricos

resultantes de discretizar la ecuación de Helmholtz

1D a traves del método de elementos finitos LDG

(Local Discontinuous Galerkin). Para resolver el sis-

tema generado se utilizaron dos métodos iterativos

basados en subespacios de Krylov, QMR y COCR.

Se mostró a detalle la derivación de los métodos, ası́

como algunas propiedades de ortogonalidad.

Una vez implementados y validados los algoritmos se

procedió a resolver el sistema de ecuaciones resultan-

FARAUTE Ciencias y Tecnologı́a, 15(1-2), 2020. 43



Resolución de sistemas lineales complejos simétricos. Cadenas y Padilla

te de la discretización del problema modelo (2) por

medio del LDG, tomando una tolerancia de 10−15

para todos los ejemplos. Al comparar la curvas de co-

vergencia, como se puede observar en las figuras (2),

(4) y (6) y en las tablas de comparación (1), (2) y (3),

nótese que el método COCR es mas eficiente en cuan-

to a tiempo de convergencia que el método QMR. En

el ejemplo 1, el método COCR supera ampliamente

al método QMR en cuanto a tiempo e iteraciones para

llegar a la tolerancia establecida. Para las pruebas rea-

lizadas con k < 500 y p < 12 en cuanto a iteraciones

el método QMR superó al método COCR en dos de

los ejemplos, pero en tiempo de convergencia el méto-

do COCR resultó ser muy eficiente superándolo por

amplio margen como se puede observar en la tablas

gráficas. De acuerdo a los resultados de las pruebas

numericas, queda decir que el método COCR es una

elección formidable para resolver sistemas de ecua-

ciones lineales complejos simétricos provenientes de

la discretización de la ecuación de Helmholtz en 1D

utilizando el método LDG.

Queda recomendar el estudio de nuevas técnicas

de precondicionamiento para matrices simétricas,

además de hacer mas comparaciones con otros méto-

dos como transpose-free QMR (TFQMR), CGNR,

CGNE, entre otros. También se cree conveniente

extender este estudio para el caso bidimensional,

( [8, 14]).
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con condiciones de contorno artificiales. Univer-
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Zienkiewicz, O. (2006). On 2D elliptic discon-

tinuous Galerkin methods. International jour-

nal for numerical methods in engineering. 65(5),

752-784.

[42] Sogabe, T. and Zhang, S. (2007). A COCR

method for solving complex symmetric linear

systems. Journal of Computational and Applied

Mathematics. 199:297-303.

[43] Sugimoto, S., Takei, A. and Ogino, M. (2017).

Finite element analysis with tens of billions of

degrees of freedom in a high-frequency electro-

magnetic field. Mechanical Engineering Letters,

3, 16-00667.

[44] Zienkiewicz, O., Taylor, R., Sherwin, S. and

Peiro, J. (2003). On discontinuous Galerkin

methods. International journal for numerical

methods in engineering. 58(8), 1119-1148.

FARAUTE Ciencias y Tecnologı́a, 15(1-2), 2020. 46



FARAUTE, Vol. 15, Nro. (1-2): 47-64, 2020. Online ISNN 2542-3061

Print ISNN 1698-7418

Algunas propiedades de la suma de dı́gitos binarios

Armando Hernándeza∗∗ , Aldo Reyes C.2
a∗∗∗

, Luis A. Rodrı́guez1a∗
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Resumen
Este artı́culo de tipo estado del arte presenta una conjetura planteada por Giuseppe Melfi, acerca

del comportamiento asintótico de la distribución de los números que escritos en binario satisfacen

que tanto el número como su cuadrado tienen la misma cantidad de unos. Este problema nos lleva a

introducir una serie de resultados relacionados con la función B(n) que cuenta el número de unos del

entero n escrito en binario. Los números que satisfacen la propiedad B(n) = B(n2) se conocen como

números (2,1,2) y la conjetura de Melfi cuenta la proporción de números de este tipo. En general, un

entero positivo n satisface la propiedad (k, l,m) si la suma de sus dı́gitos en su desarrollo en base k es

l veces la suma de los dı́gitos del desarrollo en base k de nm. El trabajo de Melfi fue introducido en

2005, nos centramos en ese trabajo y sus posteriores referencias. Sin embargo, estudiaremos ciertos

trabajos anteriores relacionados con la función B(n) los cuales introducen propiedades del promedio

de esta. Nuestra contribución se centra en presentar una revisión de los avances relacionados con

los números (2,1,2) y presentar detalles en las demostraciones que fueron omitidos en los artı́culos

estudiados.

Palabras Clave: Conjetura de Melfi, dı́gitos binarios, distribución asintótica.

Some properties of the sum of the digits of binary numbers

Abstract
This state of the art article presents a conjecture proposed by Giuseppe Melfi about the asymptotic

behavior of the distribution of numbers written in binary that satisfy the requirement that both the number

and its square have the same number of ones. This problem leads us to introduce a series of results

related to the function B(n) that counts the number of ones in the integer n written in binary. Numbers

that satisfy the property B(n) = B(n2) are known as (2,1,2) numbers, and the Melfi’s conjecture counts

the proportion of numbers of this type. In general, a positive integer n satisfies the property (k, l,m) if

the sum of its digits in its base k expansion is l times the sum of the digits in the base k expansion of nm.

Melfi’s work was introduced in 2005; we focus on that work and subsequent references. However, we

will study certain previous works related to the function B(n) that introduce properties of its average.

Our contribution focuses on presenting a review of the progress related to the numbers (2,1,2) and

presenting details in the proofs that were omitted in the articles studied.

Keywords: Asymptotic distribution, binary digits, Melfi’s conjecture.
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1. Introducción

Sea n ∈ N, y consideremos su representación como

suma de potencias de base 2 dada por n=∑
k
i=1 ci2

i−1,

donde ci ∈ {0,1}, ck = 1. Diremos que la cadena

(ck . . .c1) es la expansión binaria de n. Se define la

función suma de dı́gitos binarios por:

B(n) =
k

∑
i=1

ci. (1)

La función contadora de dı́gitos es el concepto clave

que conecta la teorı́a de números con la seguridad

criptográfica práctica, [16]. Esta función simplemente

mide la longitud de un número en bits, que es la

unidad fundamental de la información digital. En

criptografı́a, la fortaleza de un sistema no se basa en

el valor de una clave, sino en su longitud (por ejemplo,

una clave de 256 bits). Esta longitud, determinada por

la función contadora de dı́gitos, define el número total

de combinaciones posibles, haciendo que un ataque

de fuerza bruta sea exponencialmente más difı́cil con

cada bit que se añade.

Un ejemplo del uso de esta función es el algoritmo

RSA (Ron Rivest, Adi Shamir y Leonard Adleman,

ver [18]), éste es un sistema de criptografı́a de cla-

ve pública que utiliza un par de claves matemáticas;

una pública (para cifrar) y una privada (para desci-

frar), para asegurar comunicaciones y realizar firmas

digitales.

El estudio sistemático de B(n) fue iniciado por Bush

[3] y Stolarsky [19,20], quienes establecieron relacio-

nes profundas entre la suma de dı́gitos y propiedades

asintóticas de sucesiones numéricas.

En el caso general se pueden estudiar el número de

dı́gitos para representaciones de un entero en cual-

quier base r, denotamos por sr(n) esta suma. En al-

gunos casos, esta función se puede evaluar en polino-

mios con variable entera p(n). Conforme con la nota-

ción establecida en [15], un número n ∈N es (2,1,2)
si satisface la propiedad B(n) = B(n2), en este Melfi

estudia p(n) = n2. Observemos que s2(n) = B(n).

Entre los principales autores que han estudiado las

propiedades y relaciones puntuales de sr(n), por ejem-

plo, [19], [13], [15] y [8]. En particular, una conjetura

de Stolarsky introducida en [19] sobre algunas pro-

piedades de distribución de la razón sr(p(n))/sr(n)

ha sido recientemente resuelta por Hare et al. en [10].

Melfi en [15] propuso estudiar el conjunto de n tales

que B(n2) = B(n), y demostró que

#{n < N : B(n2) = B(n)}≫ N1/40,

donde el sı́mbolo # indica el cardinal de un conjunto.

Usando argumentos probabilı́sticos heurı́sticos, Melfi

conjeturó el resultado más fuerte

#{n < N : B(n2) = B(n)} ≈
Nα

logN
(2)

y calculó un valor explı́cito para α ≈ 0,75488.

En la sección 2, se estudian algunas propiedades de la

función B(n), entre las principales que es subaditiva y

submultiplicativa. En la sección 3, se estudia la suma

promedio de dı́gitos en cualquier base. En la sección

4, se estudia la función B evaluada en un polinomio

p(n) = n j y su comportamiento lı́mite. En la sección

5, damos propiedades de los números (2,1,2). La

sección 6 presenta el argumento heurı́stico de Melfi

que permite introducir la conjetura dada por la ecua-

ción (2). Por último, en la sección 7, se enuncian sin

demostración algunos resultados referentes a ecua-

ciones con números (2,1,2).

2. Función Suma de Dı́gitos de un
número escrito en representación

binaria

Se presentan en la sección definiciones básicas y pro-

piedades generales que serán utilizadas a lo largo del

trabajo. En particular damos la demostración de la

subaditividad y submultiplicatividad de la función

que cuenta los 1 en la representación binaria de un

entero, éstos son resultados básicos pero sus respec-

tivas demostraciones son difı́ciles de encontrar en la

literatura por lo cual las incluimos en detalle.

Definición 1 Sea n ∈N,n = (ckck−1 . . .c1) un núme-

ro escrito en base dos. Sea B : N → N la función

suma de dı́gitos binaria, la cual se define por B(n) =

∑
k
i=1 ci.

Ejemplo: Sea n = (11001); en este caso, c5 = 1,

c4 = 1, c3 = 0, c2 = 0 y c1 = 1. Por lo tanto, B(n) =
1+1+0+0+1 = 3.
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Observación 1 La expansión binaria está compues-

ta de unos y ceros, por esta razón, en algunos casos

utilizaremos la notación compacta del número en la

que

k−veces 1
︷ ︸︸ ︷

(1 . . .1)= (1(k)) y

b−veces 0
︷ ︸︸ ︷

(0 . . .0)= (0(b)); por ejemplo,

el número (111100011) se denotará (1(4)0(3)1(2)).

Observemos que para cada k ∈ N, 2k = (10(k)), por

lo tanto, B(2k) = 1.

Definición 2 Definimos el conjugado de n =

∑
n
i=1 ci2

i−1 por n′ = ∑
n
i=1 c′i2

i−1, donde c′i = 1− ci.

El siguiente teorema muestra una relación entre la

suma de dı́gitos B(n) y la suma de dı́gitos de su con-

jugado B(n′).

Teorema 1 Si n = ∑
k
i=1 ci2

i−1, entonces n′ = 2k −
n−1 y B(n) = k−B(2k −n−1).

Demostración: Como c′i = 1−ci y n′ = ∑
k
i=1 c′i2

i−1,

tenemos que:

n′ =
k

∑
i=1

2i−1 −
k

∑
i=1

ci2
i−1.

El primer sumando es una suma de términos de una

progresión geométrica cuya sumatoria es 2k −1−n

y el segundo sumando es igual a n por hipótesis, por

lo tanto:

n′ = 2k −1−n. (3)

Ahora, falta comprobar que B(n) = k−B(2k −n−1).

B(n) =
k

∑
i=1

ci =
k

∑
i=1

1−
k

∑
i=1

c′i = k−B(n′).

Luego, por la ecuación (3), tenemos que

B(n) = k−B(2k −n−1).

A continuación demostraremos la subaditividad de

la función B. Para este fin requerimos del siguiente

lema.

Lema 1 Sean n = ∑
k
i=1 ci2

i−1, j ∈ N
∗ tal que j < k

y n+2 j = ∑
k+1
i=1 di2

i−1. Entonces

B(n+2 j) = 1−L j +B(n),

donde:

L j = mı́n
l∈N

{l / c j+l = 0}.

Demostración: Consideremos el caso en que c j+1 =
0. Tenemos que dq = cq para todo q ∈ {1,2, . . . , j},

d j+1 = 1 , dq = cq para todo q ∈ { j+2, j+3, . . . ,k}
y dk+1 = 0; en consecuencia, B(n+ 2 j) = B(n)+ 1

y se verifica el Lema 1, ya que L j = 0. Este caso se

ilustra en la tabla 1.

Consideremos el caso en que c j+1 = 1. Para observar

lo que ocurre en este caso, referimos al cálculo que se

muestra en la tabla 2. En este caso, L j > 0, ya que el

mı́nimo de los ı́ndices para el cual c j+l = 0 es mayor

que j+1. Ası́, B(n+2 j) = 1+B(n)−L j. En efecto:

se suman las cifras de n, se añade 1 (el uno que se

agrega en la posición j+ l) y se le resta L j (que no

es más que la cantidad de ceros producto del acarreo

al sumar 1, es decir, los 1 que fueron cambiados por

cero al sumar).

Observación 2 Para j ≥ k se tiene que B(n+2 j) =
B(n)+1.

Utilizando este lema, demostraremos la subaditividad

de la función B.

Teorema 2 Si m,n ∈ N, se tiene que

B(m+n)⩽ B(m)+B(n).

Demostración: Sea n = ∑
d
j=1 2e j , con e1 > e2 >

.. . > ed ⩾ 0; ası́, solamente consideramos las poten-

cias de dos cuyo coeficiente es uno en la expansión

binaria de n. Entonces, aplicando el Lema 1 repetidas

veces, tenemos que:

B(m+n) = B(m+
d

∑
j=1

2e j)

⩽ 1+B(m+
d

∑
j=2

2e j)

⩽

d−veces
︷ ︸︸ ︷

(1+1+ . . .+1) +B(m)

= B(n)+B(m).

Observación 3 Una condición para que se cumpla

la igualdad es que cuando realizamos la suma en

binario de m+n no ocurran acarreos. Esto ocurre

cuando las posiciones de los 1 de m y n están sepa-

radas suficientemente por ceros. Ejemplo: sean m =
10110000, n = 111, B(m) = 3 y B(n) = 3 entonces

m+n = 10110111 y B(m+n) = 6 = B(m)+B(n).

Ahora, veremos un lema que nos muestra que, al
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ck . . . c j+(l+1) c j+l . . . 0 c j . . . c1

+ 1 0 . . . 0

dk+1 dk . . . d j+(l+1) d j+l . . . 1 d j . . . d1

Tabla 1

ck . . . c j+(l+1) c j+l 1 . . . 1 c j . . . c1

+ 1 0 . . . 0

dk+1 dk . . . d j+(l+1) 1 0 . . . 0 d j . . . d1

Tabla 2

multiplicar un número por una potencia de dos, no se

altera su suma de dı́gitos.

Lema 2 Para todo j ∈ N, B(2 jn) = B(n).

Demostración: Sea n = (ckck−1 . . .c2c1). Haremos

esta prueba por inducción sobre j ∈ N:

j = 1 : Aquı́ tenemos que:

2n = 2
k

∑
i=1

ci2
i−1 =

k

∑
i=1

ci2
i.

Por lo tanto:

B(2n) =
k

∑
i=1

ci = B(n).

Hipótesis inductiva: Supongamos que la pro-

posición se cumple para k ∈ N, y veamos que

se cumple para k+1:

B(2k+1n) = B
[

2(2kn)
]

= B(2kn) = B(n).

El siguiente teorema demuestra la submultiplicativi-

dad de B.

Teorema 3 Para m,n ∈ N,

B(mn)⩽ B(m)B(n).

Demostración: Si m = 1, B(nm) = B(n)1 =
B(m)B(n). Ası́ pues, supongamos que m > 1 y n > 1.

Sea n = (ckck−1...c1). Entonces, aplicando la subadi-

tividad de B y el lema anterior, y recordando que

ci ∈ {0,1} para i ∈ {1, . . . ,k}, tenemos lo siguiente:

B(nm) = B(ck2k−1m+ . . .+ c1m)

⩽ B(ck2k−1m)+ . . .+B(c1m)

= B(ckm)+ . . .+B(c1m)

= B(ck)B(m)+ . . .+B(c1)B(m)

= [B(ck)+ . . .+B(c1)]B(m)

= B(n)B(m).

Ası́ culmina la demostración.

Ahora, en el siguiente lema y en su correspondiente

corolario, estableceremos una cota tanto para la can-

tidad máxima de dı́gitos que tiene un número binario

como para el valor máximo de B(n).

Lema 3 Para cada entero positivo n = 2e1 + 2e2 +
. . .+2er , con e1 > e2 > .. . > er ⩾ 0, se tiene que:

log2(n)−1 ⩽ e1 ⩽ log2(n).

Demostración: Por hipótesis, se tiene que

2e1 ⩽ 2e1 +2e2 + . . .+2er = n, entonces 2e1 ⩽ n, por

lo que e1 ⩽
ln(n)
ln(2) = log2(n).

Observemos que:

r

∑
j=1

(
1

2

)e1−e j

⩽

∞

∑
j=0

(
1

2

) j

= 2

de donde:

2−e1

r

∑
j=1

2e j ⩽ 2

2−e1n ⩽ 2

n ⩽ 2e1+1.

De donde, tomando logaritmos, concluimos que:

ln(n)

ln(2)
−1 = log2(n)−1 ⩽ e1.

Corolario 1 Para cada n ∈ N:

B(n)⩽ [log2(n)]+1.

Demostración: Como n = 2e1 + 2e2 + . . .+ 2er , es

fácil ver que B(n) ⩽ e1 + 1 (ya que algunos de los

coeficientes ci en la expansión binaria de n pueden
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ser iguales a cero, y en el mejor de los casos todos

son iguales a 1). En consecuencia, usando el lema

anterior:

B(n)⩽ e1+1 ⩽

[
ln(n)

ln(2)

]

+1 = [log2(n)]+1.

3. Suma Promedio de Dı́gitos

En esta sección se presenta una fórmula que aproxi-

ma el valor promedio de la suma de los dı́gitos de

números enteros a medida que estos números tienden

a infinito. E. Bush en [3] demostró que

S(r,n) = ∑
k≤n

sr(k)∼
r−1

2
n logr n

sin una fórmula de error, donde sr(k) es la suma de

los dı́gitos para un número escrito en base r. En 1968,

Trollope en [21] demostró una fórmula explı́cita pa-

ra el término de error en el caso r = 2. En 1975,

Delange en [6] extendió el resultado de Trollope a

una base arbitraria r utilizando otra metodologı́a. En

1999, Cooper y Kennedy aplicaron el método de Tro-

llope con una base general r y demostraron que la

forma de los errores es igual para cualquier r, ver [5].

Recientemente en 2024, Erdenebat y Wong en [9]

introducen una prueba diferente a la de Troppelle

en el caso r = 2. Para generalizaciones en diferentes

direcciones ver [7, 8].

Reproducimos los resultados del artı́culo de Bush,

incluimos la demostración del teorema 3 que él deja

al lector. Además demostramos los detalles de cada

uno de sus teoremas. No incluimos resultados del

cálculo del error porque implicarı́a introducir fórmu-

las de aproximación que requieren herramientas más

analı́ticas.

Definición 3 Sean n,r ∈ N,r ⩾ 2. Sea n =
(ckck−1 . . .c1)r. Entonces, definimos y denotamos la

función suma de dı́gitos en base r de la siguiente

manera: sr : N→ N / sr(n) = ∑
k
i=1 ci.

Definición 4 Sean n,r ∈ N, con r ⩾ 2. Denotamos

por S(r,n) = ∑
n−1
j=0 Br(k). Entonces,

S(r,n)
n

es la suma

promedio de dı́gitos.

Ahora, procederemos a establecer un comportamien-

to asintótico de
S(r,n)

n
.

Teorema 4

S(r,n)

n

n
∼

(r−1)ln(n)

2ln(r)
.

Es decir:

lı́m
n→∞

2S(r,n)ln(r)

(r−1)nln(n)
= 1. (4)

Demostración: Consideremos todos los números des-

de 0 hasta n− 1, inclusive, escritos en su orden na-

tural en base r. Los dı́gitos que están en el i-ésimo

lugar (contando de derecha a izquierda) se repiten en

perı́odos de ri números, y cada perı́odo consta de ri−1

de cada uno de los dı́gitos 0,1, . . . ,r− 1. El último

perı́odo estará completo si y sólo si n es divisible

entre ri. Sea si la suma de dı́gitos en el i-ésimo lugar

(contando de derecha a izquierda) de todos los núme-

ros desde 0 a n−1. Como ri ∈ Z, si hacemos
[

n
ri

]
, de

la definición de función parte entera, obtenemos que:

n

ri
−1 <

[ n

ri

]

.

Luego, multiplicando por ri, tenemos que:

n− ri <
[ n

ri

]

ri ⇒
[ n

ri

]

ri > n− ri. (5)

Ahora, de la definición de función parte entera, llega-

mos a que:

[ n

ri
+1
]

⩽ n+ ri. (6)

Entonces, por (5) y (6), tenemos que:

si ⩾

[ n

ri

]

ri−1 r(r−1)

2

=
1

2

[ n

ri

]

ri(r−1)>
1

2
(r−1)(n− ri)

y

si <
[ n

ri
+1
]

ri−1 r(r−1)

2

=
1

2

[ n

ri
+1
]

ri(r−1)⩽
1

2
(r−1)(n+ ri).
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Como S(r,n) = ∑
k
i=1 si, tenemos que:

S(r,n) >
1

2
(r−1)

k

∑
i=1

(n− ri)

=
1

2
(r−1)

(
k

∑
i=1

n−
k

∑
i=1

ri

)

=
1

2
(r−1)

{

kn−
rk+1 − r

r−1

}

.

Se tiene que:

1

2
(r−1)

{

kn−
rk+1 − r

r−1

}

=
1

2
{(r−1)kn− (rk+1 − r)}

>
1

2
{(r−1)kn− rk+1}.

Como r > 1 ⇒ rk+1 < rk+2 y rk−1 < n:

1

2
{(r−1)kn− rk+1} >

1

2
{(r−1)kn− rk+2}

=
1

2
{(r−1)kn− r2rk}

⩾
1

2
{(r−1)kn− r2n}.

Por lo tanto:

S(r,n) >
1

2
{(r−1)kn− r2n}

=
1

2
{(r−1)k− r2}n. (7)

Por otra parte:

S(r,n) <
1

2
(r−1)

k

∑
i=1

(n+ ri)

=
1

2
{(r−1)kn+ rk+1 − r}

<
1

2
{(r−1)kn+ rk+1}.

Como rk−1 < n, obtenemos lo siguiente:

S(r,n) <
1

2
{(r−1)kn+ rk+1}

=
1

2
{(r−1)kn+ r2rk−1}

<
1

2
{(r−1)kn+ r2n}.

Por lo tanto, concluimos que:

S(r,n) <
1

2
{(r−1)kn+ r2n}

=
1

2
{(r−1)k+ r2}n. (8)

De (7), tenemos lo siguiente:

S(r,n)>
1

2
{(r−1)k− r2}n

entonces

2S(r,n)ln(r)

(r−1)nln(n)
>

{(r−1)k− r2}ln(r)

(r−1)ln(n)
.

Ahora, recordando que n ⩽ rk implica que

k ⩾
ln(n)

ln(r)
y r ⩾ 2,

tenemos:

{(r−1)k− r2}ln(r)

(r−1)ln(n)

=
(r−1)kln(r)

(r−1)ln(n)
−

r2ln(r)

(r−1)ln(n)

⩾ 1−
r2ln(r)

(r−1)ln(n)
.

Por lo tanto, podemos concluir que:

lı́minf
n→∞

2S(r,n)ln(r)

(r−1)nln(n)

⩾ lı́minf
n→∞

1−
r2ln(r)

(r−1)ln(n)
= 1. (9)

Por otro lado, partiendo de (8), tenemos lo siguiente:

S(r,n)⩽
1

2
{(r−1)k+ r2}n

de donde

2S(r,n)ln(r)

(r−1)nln(n)
⩽

{(r−1)k+ r2}ln(r)

(r−1)ln(n)
.

Ahora, como n > rk−1 ⇒ k < ln(n)
ln(r) +1, tenemos:

{(r−1)k+ r2}ln(r)

(r−1)ln(n)

=
(r−1)kln(r)

(r−1)ln(n)
+

r2ln(r)

(r−1)ln(n)
.
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Luego:

(r−1)kln(r)

(r−1)ln(n)
+

r2ln(r)

(r−1)ln(n)

=
(r−1)

{
ln(n)
ln(r) +1

}

ln(r)

(r−1)ln(n)
+

r2ln(r)

(r−1)ln(n)
.

Haciendo las simplificaciones correspondientes, nos

queda que:

(r−1)
{

ln(n)
ln(r) +1

}

ln(r)

(r−1)ln(n)
+

r2ln(r)

(r−1)ln(n)

= 1+
(r−1)ln(r)

(r−1)ln(n)
+

r2ln(r)

(r−1)ln(n)
.

Al sumar las fracciones, obtenemos que:

2S(r,n)ln(r)

(r−1)nln(n)

⩽ 1+
(r−1)ln(r)

(r−1)ln(n)
+

r2ln(r)

(r−1)ln(n)

= 1+
(r2 + r−1)ln(r)

(r−1)ln(n)
.

Por lo tanto, concluimos que:

lı́msup
n→∞

2S(r,n)ln(r)

(r−1)nln(n)

⩽ lı́msup
n→∞

1+
(r2 + r−1)ln(r)

(r−1)ln(n)
= 1. (10)

Ahora, combinando, (9) y (10), obtenemos que:

lı́m
n→∞

2S(r,n)ln(r)

(r−1)nln(n)
= 1.

Probando ası́ (4).

El siguiente teorema nos dice que la suma promedio

de dı́gitos es menor cuando los números están escritos

en base 2.

Teorema 5 Sea r ∈ N/r > 2. Entonces:

lı́m
n→∞

S(r,n)

S(2,n)
> 1.

Demostración: Usando el teorema anterior, tene-

mos que:

lı́m
n→∞

S(r,n)

S(2,n)
= lı́m

n→∞

S(r,n)
n

S(2,n)
n

= lı́m
n→∞

(r−1)ln(n)
2ln(r)

ln(n)
2ln(2)

.

=
(r−1)ln(2)

ln(r)
.

Ahora, como:

d

dr

{
(r−1)ln(2)

ln(r)

}

=
{ln(r)+ r−1 −1}ln(2)

ln2(r)
> 0

para r ⩾ 2. Concluimos que
(r−1)ln(2)

ln(r) es una función

monótona creciente en r y además:

lı́m
n→∞

S(r,n)

S(2,n)
=

(r−1)ln(2)

ln(r)
⩾

2ln(2)

ln(3)
>

5

4
> 1.

Para todo r ⩾ 3. Ası́ concluye la demostración.

Los teoremas 4 y 5 se pueden usar para demostrar

el siguiente teorema, que propone una situación más

general al considerar dos bases cualesquiera r1 y r2

que la que se muestra en el teorema anterior:

Teorema 6 Si 2 ⩽ r1 ⩽ r2 − 1, entonces se cumple

la desigualdad:

lı́m
n→∞

S(r2,n)

S(r1,n)
> 1. (11)

Demostración:

lı́m
n→∞

S(r2,n)

S(r1,n)
= lı́m

n→∞

S(r2,n)
n

S(r1,n)
n

=

(r2−1)ln(n)
2ln(r2)

(r1−1)ln(n)
2ln(r1)

=
(r2 −1)ln(r1)

(r1 −1)ln(r2)
. (12)

Ahora, derivando (12) con respecto a r2, tenemos
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que:

d

dr2

{
(r2 −1)ln(r1)

(r1 −1)ln(r2)

}

=
ln(r1)

r1 −1

{
d

dr2

{
r2 −1

ln(r2)

}}

=
ln(r1)

r1 −1

{

ln(r2)+
1
r2
−1

{ln(r2)}2

}

. (13)

Recordando que 2 ⩽ r1 ⩽ r2−1 y analizando (13), es

claro que
ln(r1)
r1−1

> 0 y ln(r2)+
1
r2
> 1, por lo que (12)

es una función monótona creciente con respecto a r2.

Posteriormente, haciendo un razonamiento análogo

al que se hizo en el teorema anterior, se puede llegar

a (11).

Extendemos el Teorema 6 en el próximo corolario.

Corolario 2 Sea p ∈ N, p ⩾ 2. Sea {ri}
p
i=1 ⊂ N tal

que 2 ⩽ r1 ⩽ r2−1 ⩽ r3−1 ⩽ . . .⩽ rp−1. Entonces,

si 1 ⩽ j < l ⩽ p, se tiene que:

lı́m
n→∞

S(rl,n)

S(r j,n)
> 1.

Demostración: Sea p ∈ N, con p ⩾ 2. Sean j, l ∈
N tales que 1 ⩽ j < l ⩽ p. Ahora, consideremos la

sucesión creciente {ri}
p
i=1 tal que 2 ⩽ r1 ⩽ r2 −1 ⩽

r3 −1 ⩽ . . .⩽ rp −1. Ası́, si j < l, podemos ver que

2 ⩽ r j ⩽ rl −1. Ası́, las hipótesis del teorema anterior

se cumplen, por lo que concluimos que:

lı́m
n→∞

S(rl,n)

S(r j,n)
> 1.

4. Dı́gitos binarios de potencias de
enteros

En lo que sigue, estudiaremos el comportamiento

de B(n j)/B(n) para todo j ∈ N y n ∈ N. Stolarsky

demuestra en [19] resultados muy precisos acerca de

estos cocientes. Enunciamos y demostramos algunos

de sus resultados.

Teorema 7 Sean n,h ∈ N mayores que uno. Defina-

mos rh(n) =
B(nh)
B(n) . Entonces:

rh(n)⩽ 2{hlog2(n)}
1− 1

h .

Demostración: Por la submultiplicatividad de B, te-

nemos que B(nh)⩽ B(n)h, por otra parte del Corola-

rio 1 B(nh)⩽ [hlog2(n)]+1. En consecuencia:

B(nh)

B(n)
⩽ B(n)−1 mı́n{hlog2(n)+1,B(n)h}.

Si B(n)h ⩾ hlog2(n)+1 > hlog2(n), tenemos que:

rh(n) ⩽ B(n)−1 mı́n{hlog2(n)+1,B(n)h}

⩽ {hlog2(n)}
1− 1

h . (14)

Por otra parte, si B(n)h < hlog2(n)+1, entonces

B(n)⩽ {2hlog2(n)}
1
h ,

ası́

rh(n) ⩽
B(n)h

B(n)

= B(n)h−1

⩽

(

{2hlog2(n)}
1
h

)h−1

⩽ 2{hlog2(n)}
1− 1

h . (15)

El teorema a continuación necesita la construcción de

un conjunto de Sidon (ver [4]), esto es, un conjunto

de números enteros en el que todas las sumas de sus

elementos son únicas. Por ejemplo: En el caso que

consideremos solamente las sumas de dos elemen-

tos, el conjunto {1,2,4,8} es de Sidon, mientras que

{1,2,3,4} no lo es, en efecto, la suma 1+4 = 2+3.

Los conjuntos de Sidon permite estudiar el problema

fundamental: ¿Qué tan denso o grande puede ser un

conjunto? Es decir, ¿Cuántos elementos puede tener

un conjunto si sus miembros no pueden ser mayores

que un cierto número N?

A continuación enunciamos un teorema que establece

que la cota dada en el teorema precedente es la mejor

que podemos obtener. Su demostración hace uso de

la construcción de un conjunto de Sidon.

Teorema 8 La cota del teorema anterior es la mejor

posible en el sentido de que existe una constante

c(h)> 0, que depende sólo de h, tal que

rh(n)> c(h){log2(n)}
1− 1

h

infinitas veces.
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Para una demostración véase [19]. No incluimos su

demostración porque hace uso de un resultado debido

a Bose y Chowla, el cual está fuera del alcance de los

objetivos que nos hemos planteado. El teorema de

Bose-Chowla es un resultado fundamental en la teorı́a

aditiva de números que proporciona una construcción

algebraica para conjuntos de Sidon donde todas las

sumas de h elementos (con o sin repeticiones) son

únicas.

Antes de demostrar el siguiente teorema, enunciare-

mos y demostraremos dos lemas.

Lema 4 Sean a,b ∈ N tales que a ⩾ b. Entonces

B(2a −2b) = a−b.

Demostración: Notemos que 2a = (10(a)) y 2b =

(10(b)). Observamos de la tabla 3 que B(2a −2b) =
a−b.

Ahora, procederemos a demostrar un lema que gene-

raliza al anterior.

Lema 5 Sean A > a1 > a2 > .. . > aq ⩾ 0 números

naturales. Entonces:

B(2A −2a1 −2a2 − . . .−2aq) = A+1−aq −q.

Demostración: Notemos que:

B(2A −2a1 −2a2 − . . .−2aq)

= B[(2A −2aq)−2a1 −2a2 − . . .−2aq−1 ].

Por el lema 4, 2A −2aq = (1(A−aq)0(aq)). Ası́:

B[(2A −2aq)−2a1 −2a2 − . . .−2aq−1 ]

= B[(1(A−aq)0(aq))−2a1 −2a2 − . . .−2aq−1 ].

Ahora, por hipótesis, al restar de 2A−2aq las restantes

potencias de 2, lo que haremos será quitar unos en las

posiciones respectivas (a1 +1,a2 +1, . . . ,aq−1 +1),

mientras que los otros dı́gitos no se modifican. En

consecuencia, al final de la resta, el total de unos

será la cantidad de unos originales (A−aq) menos la

cantidad de unos que vamos quitando sucesivamente

(que es igual a la cantidad de potencias de 2 que

vamos quitando, ésto es, q−1), o en otras palabras:

B(2A −2a1 −2a2 − . . .−2aq)

= A−aq − (q−1) = A+1−aq −q.

A continuación enunciamos el siguiente teorema

de Stolarsky acerca del orden minimal del cocien-

te B(n2)/B(n) y se da una idea de la demostración.

Teorema 9 Sea n ∈ N. Sea rh(n) como se definió

en el teorema 5. Entonces son ciertas las siguientes

proposiciones:

1. Para todo n ∈ N,

r2(n)⩾ {[log2(n)]+1}−1 .

2. Existen infinitos n, tales que

r2(n)⩽ 4
(log log(n))2

log(n)
.

Demostración: Recordando que B(n)⩽ [log2(n)]+
1, obtenemos:

B(n)−1
⩾ {[log2(n)]+1}−1

y como B(nh)≥ 1 se tiene la primera parte del teore-

ma.

Daremos una idea de la segunda parte. La clave de

la demostración reside en una ingeniosa construc-

ción de enteros n cuya estructura binaria minimiza la

formación de acarreos al ser elevados al cuadrado.

El objetivo de Stolarsky es construir un número n

que sea una suma de potencias de 2 muy espaciadas:

n = ∑
k−1
j=0 2e j . Al calcular su cuadrado, obtenemos:

n2 =

(
k−1

∑
i=0

2ei

)(
k−1

∑
j=0

2e j

)

=
k−1

∑
i=0

k−1

∑
j=0

2ei+e j .

La suma de dı́gitos de n2 será pequeña si podemos

elegir los exponentes {e j} de tal manera que, al su-

mar los k2 términos de la forma 2ei+e j , se generen el

menor número posible de acarreos.

Un caso ideal para esto serı́a si todos los k2 expo-

nentes ei + e j fueran distintos. Esto se lograrı́a si el

conjunto de exponentes {e j} fuera un conjunto de

Sidon (un conjunto A donde todas las sumas ai +a j

con ai,a j ∈ A son únicas).

Se construye una sucesión de enteros nk definida por

dos parámetros: un entero k ≥ 1 (que será el número

de dı́gitos ’1’ en nk) y un entero d ≥ 1 (el factor de

espaciado).

nk =
k−1

∑
j=0

2 j·d .
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Lugar: a+1 a . . . b+1 b b−1 . . . 1

2a = 1 0 . . . 0 0 0 . . . 0

- 2b = 1 0 0 . . . 0

0 1 . . . 1 0 0 . . . 0

Tabla 3

Por construcción, la representación binaria de nk con-

siste en k unos separados por d−1 ceros. Por lo tanto,

su suma de dı́gitos es trivialmente:

B(nk) = k.

Ahora, calculamos su cuadrado:

n2
k =

k−1

∑
i=0

k−1

∑
j=0

2(i+ j)d =
2k−2

∑
s=0

Ns ·2
sd

donde Ns es el número de formas de escribir el entero

s como suma s = i+ j, con 0 ≤ i, j ≤ k − 1. Este

coeficiente es Ns = s+1 para 0 ≤ s < k y Ns = 2k−
1− s para k ≤ s ≤ 2k−2. El valor máximo de estos

coeficientes es Nk−1 = k.

La clave ahora es elegir d suficientemente grande

para que los bloques binarios de cada término Ns ·2
sd

no se superpongan. La representación binaria de Ns

requiere a lo sumo [log2 Ns]+1 unos. Como Ns ≤ k,

necesita menos de log2(k)+ 1 unos. Si elegimos el

espaciado d tal que d > log2(k), garantizamos que no

hay superposición (acarreo) entre los términos Ns2
sd

y Ns+12(s+1)d . Bajo esta condición, la suma de dı́gitos

de n2
k es simplemente la suma de las sumas de dı́gitos

de cada componente:

B(n2
k) =

2k−2

∑
s=0

B(Ns).

Esta es la expresión exacta para B(n2
k) bajo la condi-

ción d > log2(k). El problema se reduce a encontrar

una buena cota para esta suma y optimizar la elección

de los parámetros.

Stolarsky demostró la siguiente cota superior para la

suma de las sumas de dı́gitos de estos coeficientes,

en efecto existe una constante C tal que:

2k−2

∑
s=0

B(Ns)≤Ck(log2 k)2.

Al insertar esta cota en la expresión en el cociente, se

obtiene:

r2(nk) =
1

k

2k−2

∑
s=0

B(Ns)

≤
1

k

(
Ck(log2 k)2

)
=C(log2 k)2.

Ahora, utilizando la elección de parámetro k ≈
log2 n

log2 log2 n
, llegamos al resultado final:

C(log2 k)2 ≈ C

(

log2

(
log2 n

log2 log2 n

))2

= C(log2 log2 n− log2 log2 log2 n)2

∼ C(log2 log2 n)2.

El argumento completo requiere normalizar esta ex-

presión por log2 n debido a la relación entre n,k y d,

obteniendo la forma final de la cota de Stolarsky. A

continuación reproducimos los argumentos de Sto-

larsky para hallar la cota exacta de los conjuntos de

Sidon de interes y de allı́ hacer uso del teorema de

Bose-Chowla para concluir.

Sean q ⩾ 1, a(t) = 2t y:

S =
q

∑
j=1

2a(q+1)−a( j)+1.

Definamos n = 2a(q+1) − S. Entonces, por el lema

anterior, obtenemos que:

B(n) = 2q+1+1− (2q+1−2q+1)−q = 2q−q.

Ahora, por la forma en que se definió n, tenemos que:

n2 = 22a(q+1)−2a(q+1)+1S+S2. (16)

Luego tenemos, desarrollando los 2 últimos términos

de (16):
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S2 =

{
q

∑
i=1

2a(q+1)−a(i)+1

}2

=
q

∑
i=1

22a(q+1)−a(i+1)+2

+2∑
i< j

22a(q+1)−a(i)−a( j)+2

=
q

∑
i=1

22a(q+1)−a(i+1)+2

+
q−1

∑
i=1

q

∑
j=i+1

22a(q+1)−a(i)−a( j)+3 (17)

por otra parte,

−2a(q+1)+1S = −2a(q+1)+1
q

∑
i=1

2a(q+1)−a(i)+1

= −
q

∑
i=1

22a(q+1)−a(i)+2. (18)

Los primeros q−1 términos de S2 se simplifican con

los términos 22a(q+1) y −2a(q+1)+1S de (16), por lo

tanto:

n2 = 2a(q+1)+2 +
Q

∑
l=1

2el ,Q =
q(q−1)

2
. (19)

Notemos que a(q+1)⩾ a(i) para todo i ⩽ q. Luego,

tenemos que 2a(q+1)⩾ a(i)+a( j) para todo i, j ⩽

q, por lo que 2a(q+ 1)− a(i)− a( j) + 3 ⩾ 0 para

todo i, j ⩽ q. En consecuencia, podemos escribir que

2a(q+1)−a(i)−a( j)+3= el , donde el ⩾ 0. Ahora,

¿Cuántos el hay? Veamos cuáles son los posibles

valores de i en (17): si j = 2, entonces i ∈ {1}; si

j = 3, i ∈ {1,2}, y ası́ sucesivamente hasta que j = q,

por lo que i ∈ {1,2, . . .q− 1}. En consecuencia, la

cantidad de posibles valores de i es ∑
q−1
k=1 k = q(q−1)

2
.

Es por ello que en (19), podemos escribir que:

q−1

∑
i=1

q

∑
j=i+1

22a(q+1)−a(i)−a( j)+3

=
Q

∑
l=1

2el ,Q =
q(q−1)

2
.

Por la forma que tiene m2, concluimos que

B(m2)⩽ 1+
q(q−1)

2
.

Stolarsky, en su trabajo [19], conjetura que

limn→∞ rh(n) = 0. Esta conjetura fue demostrada en

el trabajo [10].

5. Números (2,1,2)

En esta sección, definiremos a los números (2,1,2),
los caracterizaremos enunciando propiedades concer-

nientes a ellos. Introducimos los resultados del traba-

jo de Melfi [15], incluyendo detalles que el artı́culo

deja al lector, estos para facilitar la lectura son pre-

sentados como lemas o proposiciones.

Definición 5 Se dice que un número n ∈ N es

(2,1,2), o que satisface la propiedad (2,1,2), si

B(n) = B(n2).

En las siguientes proposiciones, se demuestran al-

gunas propiedades de los números (2,1,2). El si-

guiente teorema desmuestra la existencia de números

(2,1,2).

Teorema 10 Para todo k ∈N
∗, el número nk = 2k−1

es del tipo (2,1,2).

Demostración: Como nk = (1(k)), se ve que

B(nk) = k. Además:

(nk)
2 = (2k−1)2 = 22k−2k+1+1= (1(k−1)0(k)1).

Por lo que B
[
(nk)

2
]
= k.

Ahora, daremos otra caracterización de los números

(2,1,2).

Teorema 11 Para todo k ∈ N,k ⩾ 9 y n = 2k −
2k−2 − 2k−3 − 4, los números n,n+ 1,n+ 2 y n+ 3

son del tipo (2,1,2).

Demostración: En virtud del lema 5, tenemos que

B(n) = k−4. Por otra parte:

n2 = 22k +22k−3 +22k−6 +2k+1

+2k +24 −22k−1 −22k−2 −2k+3

= (1(2)0(3)1(k−7)0(k−5)10(4)).

Por lo que B(n2) = 2+ k−7+1 = k−4.

Por otra parte, en virtud del lema 5, concluimos que
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B(n+1) = k−3. Además:

(n+1)2 = 22k +22k−3 +22k−6 +2k+2 +2k

+23 +1−22k−1 −22k−2 −2k+3

−2k−1 −2k−2

= (1(2)0(3)1(k−8)0(3)10(k−4)10(2)1).

En consecuencia,

B
[
(n+1)2

]
= 2+ k−8+1+1+1 = k−3.

Por otro lado, en virtud del mismo lema 5, B(n+2) =
k − 2. Haciendo los cálculos pertinentes, tenemos

que:

(n+2)2 = 22k +22k−3 +22k−6 +2k +2k−1

+22 −22k−1 −22k−2 −2k+1

= (1(2)0(3)1(k−5)0(k−4)10(2)).

Ası́, concluimos que B
[
(n+2)2

]
= 2+ k−5+1 =

k−2.

Invocando nuevamente el lema 5, llegamos a la con-

clusión de que B(n+3) = k−2. Por otro lado:

(n+3)2 = 22k +22k−3 +22k−6 +2k−1 +2k−2

+1−22k−1 −22k−2 −2k+1

= (1(2)0(3)1(k−7)01(2)0(k−3)1)

Ası́, B
[
(n+3)2

]
= 2+ k−7+2+1 = k−2.

En el siguiente resultado, establecemos la existencia

de infinitos intervalos que no contienen números del

tipo (2,1,2).

Proposición 1 Existen infinitos n ∈ N tales que el

intervalo (n,n+n
1
2 ) no contiene números (2,1,2).

Demostración: Sea n = 22k = (10(2k)). Cada m ∈

(n,n + n
1
2 ) es de la forma n + r tal que 0 < r <

n
1
2 = 2k. En su expansión binaria, m es de la for-

ma (10(k)ckck−1 . . .c1), donde ci ∈ {0,1} y, por lo

tanto, B[(ckck−1 . . .c1)] = B(r)⩾ 1. Ahora, sea r2 =
(d2kd2k−1 . . .d1). Tenemos entonces nuevamente que

B(r2)⩾ 1; por lo tanto:

m2 = [22k +(ckck−1 . . .c1)]
2

= 24k +22k(ckck−1 . . .c1)

+(ckck−1 . . .c1)
2

= (10(k−1)ckck−1 . . .c10d2kd2k−1 . . .d1).

Ası́, B(m2)= 1+B(r)+B(r2)> 1+B(r)=B(m).

Ahora, enunciaremos una propiedad de la función B.

Lema 6 Si 0 < n < 2ν , entonces B[n(2ν −1)] = ν .

Demostración: Tenemos 2 casos:

Supongamos que n es impar. Sea

n = (ckck−1 . . .c1)/c1 = ck = 1. Como

n < 2ν , tenemos que k ⩽ ν (esto es

debido a que n < 2ν ⇒ ∑
k
i=1 ci2

k−i <
2ν ⇒ k ⩽ ν). Además de ésto, note-

mos que n(2ν − 1) = (ckck−1 . . .c10(ν)) −
(ckck−1 . . .c1), por lo que n(2ν − 1) =
(ckck−1 . . .c2c′11(ν−k)c

′
kc′k−1 . . .c

′
2c1). En

consecuencia:

B[n(2ν −1)]

= B[(ckck−1 . . .c2c′11(ν−k)c
′
kc′k−1 . . .c

′
2c1)]

= B[(ckck−1 . . .c2c11(ν−k)c
′
kc′k−1 . . .c

′
2c′1)]

= B(n)+(ν − k)+ k−B(n) = ν .

Si n es par, entonces n′ = n
2h es impar para

algún h ∈N y, evidentemente, n′ < 2ν . En con-

secuencia, y usando el lema 2, tenemos que

B[n′(2ν − 1)] = ν y B[2hn′(2ν − 1)] = ν , por

lo que B[n(2ν −1)] = ν .

Con respecto a los múltiplos de potencias de 2, cuan-

do a estos números se les suma una unidad, ¿Cuál es

la suma de dı́gitos del número resultante? ¿Cuál es la

suma de dı́gitos del cuadrado de éste número? Estas

dudas nos las aclara el siguiente lema.

Lema 7 Sea n ∈ N, y sea ν tal que n < 2ν−1. Enton-

ces:

B(2νn+1) = B(n)+1

y

B[(2νn+1)2] = B(n2)+B(n)+1.

Demostración: Sea n = (ck . . .c1). Como n < 2ν−1,

k ⩽ ν . En consecuencia:

2νn = (10(ν)) · (ck . . .c1) = (ck . . .c10(ν)).

Por lo tanto, 2νn + 1 = (ck . . .c10(ν−1)1), y, ası́,

B(2νn + 1) = B(n) + 1. Supongamos que n2 =
(d2k . . .d1); entonces (2νn+ 1)2 = 22νn2 + 2ν+1n+
1. Como k ⩽ ν (lo que obviamente implica que
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k ⩽ ν + 1), 2k ⩽ 2ν . En consecuencia, 22νn2 =
(d2k . . .d10(2ν)) y 2ν+1n = (ck . . .c10(ν+1)).

Ası́, tenemos que:

B[(2νn+1)2]

= B[(d2k . . .d10(2ν))+(ck . . .c10(ν+1))+1]

= B(n2)+B(n)+1.

Ahora, si a un múltiplo de una potencia de 2 le resto

una cantidad cualquiera, ¿Cuál es la suma de dı́gitos

de éste número y de su cuadrado? Para ello, tenemos

el siguiente lema.

Lema 8 Sean n = (ck . . .c1) y m = (dh . . .d1) natura-

les impares. Si ν ⩾ máx{2h−1,h+ k+1}, tenemos

que:

B(n2ν −m) = B(n)−B(m)+ν

y

B[(n2ν −m)2] = B(n2)+B(m2)−B(mn)+ν −1.

Demostración: Notemos que ck = dh = 1 = c1 = d1.

Además, n2ν = (ck . . .c10(ν)), por lo que:

n2ν −m = (ck . . .c10(ν))− (dh . . .d1)

= (ckck−1 . . .c2c′11(ν−h)d
′
hd′

h−1 . . .d
′
2d1).

Como ck = dh = 1, tenemos que c′k + dh = ck + d′
h

(pues c′k = 0 = d′
h). Ası́:

B(n2ν −m)

= B[(ckck−1 . . .c2c′11(ν−h)d
′
hd′

h−1 . . .d
′
2d1)]

= B[(ckck−1 . . .c2c11(ν−h)d
′
hd′

h−1 . . .d
′
2d′

1)]

= B(n)+ν −B(m).

Supongamos que n2 = (q2kq2k−1 . . .q1), m2 =
(r2hr2h−1 . . .r1) y mn = (sk+hsk+h−1 . . .s1). Es fácil

ver que (n2ν − m)2 = (n222ν + m2) − nm2ν+1;

además, notemos que sk+h = 1 = q2k = r2h.

Por hipótesis, 2h ⩽ ν +1 y k+h ⩽ ν −1. Por lo tanto

(n2ν −m)2 es igual a

(q2k . . .q2q′11(ν−k−h−1)s
′
k+h . . .s

′
2s10(ν+1−2h)r2h . . .r1),

entonces

B[(n2ν −m)2] = B(n2)+B(m2)+ν −1−B(mn).

Como una propiedad particular del lema anterior,

podemos enunciar el siguiente corolario.

Corolario 3 Si B(n2) = 2B(n)− 1 y ν ⩾ k+ 2, en-

tonces 2νn−1 es del tipo (2,1,2).

Demostración: En este caso, h = m = 1. Entonces,

ν ⩾max{2 ·1−1,1+k+1}=max{1,2+k}= k+2.

Por lo tanto, en virtud del lema anterior:

B(2νn−1) = B(n)+ν −1

y

B[(2νn−1)2]

= B(n2)+1−B(n)+ν −1

= B(n)+ν −1.

Otro corolario que se puede enunciar al lema anterior

es el siguiente:

Corolario 4 Sea n un natural impar. Sea m = 2h −1

tal que n < m. Si ν ⩾ 2h+1, entonces:

B(n2ν −m) = B(n)+ν −h

y

B[(n2ν −m)2] = B(n2)+ν −1.

Demostración: Sea n = (ck . . .c1). En principio, ca-

be destacar que m = (1(h)); además, se puede ver que

k ⩽ h (lo cual claramente implica que n < 2h). Como

ν ⩾ 2h+ 1 = máx{2k− 1,h+ k+ 1}, en virtud del

lema anterior, tenemos que:

B(n2ν −m) = B(n)−B(m)+ν = B(n)+ν −h.

Ahora, como n < 2h, tenemos, en virtud del lema 6,

que:

B(nm) = B[n(2h −1)] = h.

Por otro lado, en virtud del teorema 12, B(m2) = h.

En consecuencia:

B[(n2ν −m)2]

= B(n2)+B(m2)−B(mn)+ν −1

= B(n2)+h−h+ν −1 = B(n2)+ν −1.

Con las hipótesis adecuadas, se pueden construir cier-

tos números para los cuales es fácil calcular su suma

de dı́gitos.
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Lema 9 Sea n = (ckck−1 . . .c1) un natural impar. Su-

pongamos que B(n2)⩾ 2B(n)+1. Entonces, existen

ν y h ∈ N tales que, para n′ = n2ν − (2h −1), tene-

mos que B[(n′)2] = 2B(n′)−1.

Demostración: Sea h = k+1; entonces n < 2h −1.

Sea ν = B(n2)−2B(n)+2h, luego ν = 2h+a / a ⩾

1. Es importante señalar que ν < 4k + 2. Ası́, las

hipótesis del corolario 3 se cumplen, por lo que

B(n′) = B(n)+ν −h y:

B[(n′)2] = B(n2)+ν −1

= 2B(n)+ν −2h+ν −1

= 2B(n)+2ν −2h−1

= 2B(n′)−1.

El siguiente lema nos muestra que existen ciertos

números para los cuales podemos acotar la suma de

dı́gitos de su cuadrado.

Lema 10 Sea n = (ckck−1 . . .c1)> 1 un número na-

tural. Sea n0 = (ckck−1 . . .c10(k)10(2k+1)1). Entonces

B
[
(n0)

2
]
> 2B(n0)+1.

Demostración: Notemos que n0 = (n2k+1 +
1)22k+2 + 1. Ası́,como n < 2k, podemos aplicar el

lema 7, concluyendo que:

B(n0) = B
[

(n2k+1 +1)22k+2 +1
]

= B(n2k+1 +1)+1

= B(n)+2.

Al aplicar el lema 7 nuevamente, obtenemos lo si-

guiente:

B
[
(n0)

2
]

= B

{[

(n2k+1 +1)22k+1 +1
]2
}

= B
[

(n2k+1 +1)2
]

+B(n2k+1 +1)+1

= B(n2)+B(n)+1+B(n)+1+1

= B(n2)+B(n0)+B(n0)+1

> 2B(n0)+1.

Observación 4 Con las hipótesis del lema anterior,

se puede ver también que n0 ≪ n4.

En lo que sigue, demostraremos uno de los teorema

principales del trabajo de Melfi el cual nos da una

cota para la función que cuenta los números (2,1,2).

Teorema 12 Sea p(N) = #{n < N / B(n) = B(n2)}.

Entonces, tenemos que p(N)≫ N0,025.

Demostración: Sea n = (ckck−1 . . .c1) un natural

impar. Mostraremos que para una constante A que no

depende de n, es posible construir un conjunto de n

números (2,1,2) distintos que no excedan a An40.

Consideremos los n números ni = 2k + i para i =
1, . . . ,n. Obviamente, tenemos que ni < 4n. Para todo

i, por el lema 10, existe un n0,i ≪ (ni)
4 tal que sus

primeros k+1 dı́gitos son los mismos que los de ni y

tal que B
[
(n0,i)

2
]
> 2B(n0,i)+1.

Ahora, por el lema 9, existe un n′0,i ≪ (n0,i)
5 tal que

sus primeros k dı́gitos son, de nuevo, los mismos de

n y tal que B
[

(n′0,i)
2
]

= 2B(n′0,i)−1.

Finalmente, por el corolario 3 existe un n′′0,i ≪ (n′0,i)
2

cuyos primeros dı́gitos binarios son los mismos de n

y tal que B
[

(n′′0,i)
2
]

= B(n′′0,i).

Ası́, tenemos que n′′0,i ≪ (n′0,i)
2 ≪

[
(n0,i)

5
]2

≪
{[

(ni)
4
]5
}2

≪ n40.

Este resultado es mejorado por Hare et al., Teorema

1.2, pág. 1739 en [11],

#{n < N : B(n2) = B(n)}≫ N1/19.

En la próxima sección describimos la conjetura refe-

rente al comportamiento asintótico de los números

(2,1,2).

6. Conjetura de Melfi

En su trabajo [15], Melfi plantea la conjetura de que

p(n) = #{l < N : B(l) = B(l2)} ≈ nα ,

para algún α ∈ R. En ese mismo trabajo, utilizando

argumentos probabilı́sticos, calcula de manera apro-

ximada el valor de α . A continuación detallamos los

argumentos.

Sea n = (ckck−1 . . .c1) ∈ N. Podemos suponer que

cada ci es una variable aleatoria Bernoulli; i.e., es

una función ci : Ω → {0,1}, donde (Ω,F,P) es un

espacio de probabilidad y la función de probabilidad
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puntual está dada por:

P({w / ci(w) = 1}) =
1

2

P({w / ci(w) = 0}) =
1

2
.

Por lo tanto, la función B(n(w)) = ∑
k
i=1 ci(w) es una

variable aleatoria binomial cuya función de distribu-

ción puntual está dada por:

P({w / B(n(w)) = l})

=

(
k

l −1

)
1

2k
para n(w) ∈ [2k,2k+1).

Ahora, demostraremos que las distribuciones de B(n)
y B(n2) son binomiales denotamos la distribución

binomial de paramétros N y p por Bin(N, p).

Proposición 2 Si 2k ⩽ n < 2k+1, entonces B(n)−
1 ∼ Bin(k, 1

2
).

Demostración: Sea n = (ck+1ck . . .c2c1). Entonces

n = ∑
k+1
i=1 ci2

i−1, donde ck+1 = 1. Luego, B(n) se pue-

de expresar como B(n) = 1+B(m), donde m= n−2k

y B(m)∼ Bin(k, 1
2
).

Proposición 3 Si 22k ⩽ n2 < 22k+1, entonces

B(n2)− 1 ∼ Bin(2k, 1
2
). Si 22k+1 ⩽ n2 < 22k+2, en-

tonces B(n2)−1 ∼ Bin(2k+1, 1
2
).

Demostración: La misma se deduce de la proposi-

ción anterior.

Utilizando la notación que introdujimos antes y pres-

cindiendo de ω tenemos que:

p(n)

n
≈ P

(

B(n) = B
(
n2
)
,n ∈ [2k,2k+1)

)

.

Si suponemos que la conjetura de Melfi es cierta:

nα−1

≈ P

(

B(n) = B
(
n2
)
,n ∈ [2k,2k+1)

)

=
k

∑
l=1

P
(
B(n) = l,B

(
n2
)
= l
)

⩽

k

∑
l=1

P(B(n) = l)P
(
B
(
n2
)
= l
)
. (20)

La desigualdad (20) es cierta debido a la submultipli-

catividad de la función B.

Para calcular el valor en (20), necesitamos calcular

la distribución de B
(
n2
)
; ésto lo hacemos en el lema

siguiente.

Lema 11

P
(
B
(
n2
)
= l
)
=

(
2k+1

l −1

)

22k+1
+

(
2k

l −1

)

22k
.

Demostración: Definamos los conjuntos:

A = {B
(
n2(w)

)
= l}

B = {c2k+1

(
n2(w)

)
= 1}.

Entonces, por la regla de la probabilidad total:

P(A) = P(A∩B)+P(A∩BC)

= P
({

B
(
n2
)
= l,c2k+1

(
n2
)
= 1
})

+ P
({

B
(
n2
)
= l,c2k+1

(
n2
)
= 0
})

.

Pero, como en el segundo caso n2 ∈ [22k,22k+1) y

c2k+1

(
n2
)
= 0, tenemos que c2k

(
n2
)
= 1, por lo que:

P(A) =

(
2k+1

l −1

)

22k+1
+

(
2k

l −1

)

22k
.

Analicemos más a fondo el resultado obtenido en el

lema anterior. Como n2 ∈ [22k,22k+1), tenemos que

c2k+2

(
n2
)
= 0. Recordemos que suponemos que los

ci

(
n2
)

son variables aleatorias independientes Ber-

noulli, por ello, al recordar que, para la primera frac-

ción, c2k+1

(
n2
)
= 1, podemos reescribir la primera

fracción como

1

2

(
2k

l −1

)

22k+2
.

En la segunda fracción, tenemos que c2k+2

(
n2
)
= 0 y

c2k+1

(
n2
)
= 0. En consecuencia, la segunda fracción

se puede reescribir como

(
2k

l −1

)

22k+2 .

En virtud de las observaciones anteriores, el resultado

del lema anterior se puede expresar ası́:

1

2

(
2k

l −1

)

22k+2
+

(
2k

l −1

)

22k+2
=

(
2k

l −1

)(
3

22k+3

)

.
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Con ayuda de un computador, se puede comprobar

que, para valores grandes de k, 3
22k+3 ≈

1
22k+1 ; incluso,

para k = 2, la diferencia entre ambos valores es de

0,0078125 ≈ 7,81 ·10−3, y a medida que k se incre-

menta, el error disminuye. En conclusión, podemos

decir que:

(
2k+1

l −1

)

22k+1
+

(
2k

l −1

)

22k
≈

(
2k

l −1

)

22k+1
. (21)

Si se supone que las variables aleatorias B(n) y

B
(
n2
)

son independientes, la desigualdad en (20)

se transforma en una igualdad. Esta suposición en ge-

neral no es cierta, porque para valores de n pequeños,

la cantidad B(n) y B
(
n2
)

es pequeña, lo que indi-

ca que estas variables no son independientes, pero

Melfi afirma que si B(n)>
√

log2(n), este fenómeno

tiende a desaparecer.

Procedamos ahora a calcular α . Como B(n) es una

variable aleatoria binomial, si n ∈ [2k,2k+1), tenemos

que P(B(n) = l) =

(
k

l −1

)

2k . Ahora, sustituyendo lo

antes expresado y la ecuación (21) en (20), tenemos:

nα−1 ≈
k

∑
l=1

(
2k

l −1

)

22k+1

(
k

l −1

)

2k

=
1

22k+1 ·2k

k

∑
l=1

(
2k

l −1

)(
k

l −1

)

.

Y ahora, aplicando la identidad de Vandermonde,

tenemos que nα−1 ≈ 1
23k+1

(
3k

k

)

. Luego, tomando

logaritmos en la ecuación anterior, y tomando n = 2k:

[

ln(2k)
]

α−1

≈−(3k+1)ln(2)+ ln

[(
3k

k

)]

.

Después, haciendo despejes, encontramos que:

(α −1)ln(2)≈−(3+
1

k
)ln(2)+

1

k
ln

[(
3k

k

)]

.

Ésto, a su vez, implica que:

α ≈−2−
1

k
+

1

kln(2)
ln

[(
3k

k

)]

.

Por lo tanto, tomando el lı́mite cuando k → ∞, con-

cluimos lo siguiente:

α ≈−2+
1

ln(2)
lı́m
k→∞

1

k
ln

[(
3k

k

)]

. (22)

Recordemos que, por la fórmula de Stirling:

ln

[(
3k

k

)]

= ln

[
(3k)!

k!(2k)!

]

= 3kln(3)−2kln(2).

De donde:

lı́m
k→∞

1

k
ln

[(
3k

k

)]

= lı́m
k→∞

1

k
[3kln(3)−2kln(2)]

= 3ln(3)−2ln(2).

Por lo que, sustituyendo en (22), obtenemos que:

α ≈−2+
1

ln(2)
[3ln(3)−2ln(2)] = 0,75488.

7. Ecuaciones con números (2,1,2)

En esta sección se considera cuando la ecuación

B(n) = B(n2) = k (23)

tiene infinitas soluciones en n para un k ∈ N dado.

Hare, Laishram y Stoll en [11] resolvieron todos los

casos con la excepción de k ∈ {9,10,11,14,15}.

La principal motivación para considerar la ecua-

ción (23) proviene del trabajo [14] de Madritsch

y Stoll, quienes demostraron que (B(n2)/B(n))n≥1

es denso en R
+. Esto se basa en un resultado

de [19], incluido en la sección 4, que dice que

lı́minfn→∞ B(n2)/B(n) = 0. Dado que el tamaño pro-

medio de B(n2) es el doble que el de B(n) (véase [2]),

la ecuación (23) concierne a un conjunto peculiar

de enteros. En particular, para ciertos valores de k

la ecuación admite infinitas soluciones impares n y

para otros valores de k solo hay un número finito.

Uno de los resultados de Hare, Laishram y Stoll [11]

establece que existen familias paramétricas infinitas

de soluciones para k = 12,13 y k ≥ 16. En el otro

caso, solo hay un número finito de soluciones para

k ≤ 8. Por ejemplo, para s(n) = s(n2) = 8, solo hay
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64 soluciones en enteros impares y la solución más

grande es n = 266335 (véase [11], tabla 2.).

Estos resultados se basan en un algoritmo que mane-

ja todas las ordenaciones posibles de los exponentes

en n2 cuando n se escribe como una suma de un pe-

queño número de potencias de 2. Como el algoritmo

trata (de manera exhaustiva) todos los casos, el méto-

do de [11] permitió determinar explı́citamente todas

las soluciones para k ≤ 8. El tiempo de ejecución

del algoritmo, sin embargo, se dispara para valores

más grandes de k y ellos conjeturan por argumen-

tos heurı́sticos de que solo hay un número finito de

soluciones para k ∈ {14,15}.

En [1] se demuestran, utilizando un nuevo lema de

factorización combinatoria, dos algoritmos y resulta-

dos recientes en [12], que las soluciones correspon-

dientes a las ecuaciones k ∈ {9,10,11} son finitas,

esto se logra a través de un estudio de casos.

8. Conclusiones

Se realizaron las demostraciones de las conoci-

das propiedades algebraicas de B(n), subaditi-

vidad y submultiplicatividad. Estas propieda-

des tienen aplicaciones en análisis de comple-

jidad.

Se verificó que la base binaria minimiza

asintóticamente S(r,n)/n, con implicaciones

en diseños de estructuras de datos que permi-

ten el manejo de grandes números, mejorar la

velocidad de cifrado, descifrado, el almacena-

miento y búsqueda de claves.

Se sabe que los números representables por

la terna (2,1,2) tienen densidad positiva, ya

que se cumple que p(n)≫ n1/19. No obstante,

persisten algunas incógnitas fundamentales: en

primer lugar, si el exponente 1/19 es óptimo,

y en segundo, la demostración definitiva de la

conjetura de Melfi.

Queda abierto caracterizar el número de so-

luciones de B(n) = B(n2) = k para los casos

k ∈ {14,15}. En [1] se conjetura que este con-

junto de soluciones es finito.
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the formats indicated the norm ISO 690-2, available in the address: 

http://www.ugr.es/~pwlac/G00_Referencias_electronicas.html 
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 The headings of each section must be written in bold, and should be numbered. 

 Figures, photographs and graphics should be indentified “Fig.”. Tables should be called “Table”. 
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description, in Times New Roman letters, size 10. The tables and figures must be numbered 
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